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 النھايــــــــــات
  : مراجعة لما سبق

  : نھاية دالة عند نقطة   **  

 نھاية/يجاد
 

 : بالتعويض المباشر فإذا كان الناتج  ) ا( نوجد د  ) (د 

ً  عددا حقيقيا فإن نھاية الدالة عند – ١   ھى ھذا العدد الحقيقى اً
   

  افإن الدالة D يكون لھا نھاية عند "  ير معرفة كمية غ"                                          – �
 

     صفر     =  نھاية الدالة               – ٣

             

   

    : الطرق التالية تستخدم  كمية غير معينة               – ٤

       

 : التحليل 

             *                       

 

 ــــــــــــــــــــــ              الحلــــــ

  ) =     ٤( د :     نجد أن ٤ =                 بالتعويض عن

 

                                           BBBB                                        =  

 

                               =                                  
                 

) + ٨ =  )٤  
 

 : القسمة المطولة   

 

*                               

 

               الحلــــــــــــــــــــــــــــ

 

     ) = ٣( د :     نجد أن ٣ =                بالتعويض عن 

      

                   BBBB)   – العامل الصفرى ( عامل مشترك بين البسط والمقام  ) ٣ ( 

 " لصعوبة تحليل البسط  ) " ٣ – (                       بإجراء قسمة مطولة للبسط على 

            

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  
٤ – ٣ 

�  +  + ٦          – ٣  

                                                                      +      
٣ – ٣ 

�                             
�  –  – �  

BBBB                                                                                  –  
�  +  + ٦           

                                                 –  
�  + ٣        

                                                                                               – �  + ٦                                            

        =                       =�                                                         – �  + ٦             

                                                                                                 ٠٠      ٠٠                                  

   

 صفر
 صفر

– + 

+ – 

+ – 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٤ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٤ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٣ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٣ 

 الصفر    ≠حقيقى عدد  
 صفر    

 صفر

 صفر

      ا

    ± ∞ 


�  – ١٦  
 – ٤ 


�  – ١٦  
 – ٤ 

) – ٤) (  + ٤    ( 
) – ٤(  

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٤ 


٤ – ٣ 

�  +  + ٦     


�  – ٤ + ٣  

 صفر
 صفر

) – ٣) ( 
�  –  – �   (   

) – ٣) (  – ١(  

٣ – ٩ –  �    

١ – ٣ 
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 :  المرافق الضرب فى

 )فى البسط أو المقام أو كليھما ( دارين جبريين ا وجد فرق بين جذرين تربيعيين لمق                  إذ
 ) البسط أو المقام أو كليھما ( من البسط والمقام فى مرافق ً                           نضرب ك]

      

       *                

 

 ــــــــــــــــــــ        الحلـــــــ

  ) =  ٠( د :     نجد أن ٠ =                      بالتعويض عن 

 

 :    نجد أن ٣+   / /٩/ /+/ ��[:    مرافق المقام   ×                بالضرب 

      

          
  

                                                                          )  =٣+   / /٩/ /+/ ��٠[  (   )� + ٠ = ( ��  

 

 

:نظرية 
   

    ان ن ن ن =                           
  } ٠  { – 	�	�	�	�  gggg نننن    لكل     ١١١١    ----نننن

 
 

 *
                 

                            =                       =١٦  
 

 

 *
                       

 "كمية غير معرفة "     	^
	$  =   ـــــــــــــــــــــــ=  ���������������    ��������������������

 

  ) = �( د : ويض نجد أن عبالت                                                * 
 

     BBBB المقدار =                  
                        

 =٥ × � 
٥=   ١ – ٥ × � 

٨٠=   ٤  

 

 

 *
  

  ) = � –( د : ويض نجد أن ع بالت                                               
 

     BBBB المقدار =                    
  

                            = ٥ ×  )– � ( 
٥=   ١ – ٥ ×  )– � ( 

٨٠=   ٤  

 

 

  ) =/�� � [(  د : ويض نجد أن ع بالت                                                      * 
 

                   BBBB ٧=                                                  = المقدار ×   )] � ��/ ( 
٨٧٥=   ٦ 

 

 

 

 

 

 


٥   + ��        

 – � 

 ��   +��      

� –  � 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← � 

 نھــــــــــــا
 ←←←← � 

 نھــــــــــــا
 ←←←← � 

 نھــــــــــــا
 ←←←← � 

 نھــــــــــــا
 ←←←← –  

 نھــــــــــــا
 ←←←← –  

 نھــــــــــــا
 ←←←←  ٥ 

 نھــــــــــــا
 ←←←←  ٥ 
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 صفر
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:نتيجة 
                     

    ا                        =                          
 م م م م----نننن

  } ٠  { – 	�	�	�	�  gggg  مممم ، نننن لكل              

     

 

	#  –(د : ويض نجد أن ع  بالت   ��������������������������������������������������                        * = (   

 

  ٣  – ←  �    :     فإن 	 # –  ← :     عندما 
 

     BBBB المقدار  =                       
  

�������������� �������������������������������������������������= % 	   ×  )– ٣(  
٣  =–   

 

 

   :نھاية الدوال المثلثية

 : نعلم أن 

    	�	�	�	� gggg معرفة لجميع قيم س   ،  حتا حا : ً           ك] من 

     �������� gggg  ن   ن   ن   ن ،           ط ـــــــــــــــــ  =  ماعدا عند             	�	�	�	�  gggg أما طاس معرفة لجميع قيم 

                                                                          

 غير معرف         طا:             فمث]  

 

BBBB 
  

       ،     	�	�	�	� gggg  ا   ،  ا = حا                     
              

        	�	�	�	� gggg  ا   ،  ا = حتا 

 

 ،   
                         

   �������� gggg  ن   ن   ن   ن   ـــــــــــــــــ ط    ، ≠  ا  ،  ا = طا 

                

:    وبالتالى 
               

  AAAA   ،  صفر   = حا صفر  = حا  
               

 =        صفر 

 

BBBB  
                   

 )  معينة كمية غير(              =                

 

 : نظرية 

           
                    

 )  مقاسة بالتقير الدائرى حيث        ( ١ =                
 : نتائج 

          
                     

 )  مقاسة بالتقير الدائرى حيث               ( ١= ـــــــــــــــ  
    

     

 )  مقاسة بالتقير الدائرى حيث        (      =                                               
 

   

          
                   

 )  مقاسة بالتقير الدائرى حيث      (       =  ـــــــــــــــــــــ  
 

 : م]حظات 

                
                      

       ا=  ــــــــــــــــــــ  

 

          

                                   
  

=   ــــــــــــــــــــ  
                 

)ـــــــــــــــــــ  ( 
�

ا =  
�

             

 

 �� 
٥   + ���      

٤  –  ٩ 

 )� ( 
٥ 

– ) – ٣( 
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 )� ( � – ) – ٣(  � 

    ن ن ن ن 
 نھــــــــــــا        مممم
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م م م م 

 ا –
مممم
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 صفر
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    ١+ن ن ن ن  �
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    ١+ن ن ن ن  �
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    طا 

    

     ب 

      اطا 

 احا 
� 

   


� 

   

 ا �حا


� 

   

      احا 

     

 نھــــــــــــا
 ←←←← ا 

 ھــــــــــــان
 ←←←← ا 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ا 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
 ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
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 نھاية الدالة المعرفة بأكثر من قاعدة 
 :نظرية 

 اإذا كانت نھايتھا اليمنى و اليسرى عند   إذا و فقط ا  ←←←←   عندما لللل  تؤول  للنھاية   )(   الدالة  د 
   

 : إذا و فقط إذا كان ل   ل   ل   ل    )  = (د :                    أى أن ل ل ل ل     موجودتين و كل منھما تساوى 
     

ا( د                         
 +

 ا( د  ) = 
– 

  لللل ) = 
  : م]حظات

ا( د :    إذا كان              *
 +

 ا( د  ) = 
– 

    ل   ل   ل   ل    )  = (د :                                               فإن لللل=  ) 

 

ا( د :                 فإن ل   ل   ل   ل    )  = (د :                                 و بالعكس إذا كان 
 +

 ا( د  ) = 
– 

           لللل ) = 

 

 : ى اpتى    يراعا  ←←←←   عند إيجاد نھاية دالة عندما              *

   مباشرة يجب بحث كل من النھاية اليمنى  ا  إذا كانت قاعدة الدالة مختلفة على يمين و يسار  •

 " إن وجدتا "                            و النھاية اليسرى للدالة ثم مقارنة النھايتين 

 ة الدالــــــــة    مباشرة فيمكن بحث نھاياأما إذا كانت قاعدة الدالة واحدة على يمين و يسار  •

 مباشرة دون بحث النھاية و النھاية اليسرى 

ا( د :    إذا كان              *
 +

 ا(  د ≠ ) 
– 

 ليست موجودة )  (د :                  فإن  )                              

 

   نبحث النھاية احث نھاية الدالة عند فلب[   ، ب  ا] أو ]   ، ب ا[  إذا كانت الدالة د معرفة على              *

 ا                 اليمنى فقط و إن وجدت تكون ھى نھاية الدالة عند 
                  و لبحث نھاية الدالة عند ب نبحث النھاية اليسرى فقط و إن وجدت تكون ھى نھاية الدالة عند  ب

  

 

 : ً                                         أوجد ك] من               )  =(د : إذا كانت  : ) ١ (مثال

 

  )  (د  )                                  (د  )                                     (                د          

 

 الحلـــــــــــــــــــ

        AAAA الدالة لھا نفس القاعدة على يمين و يسار  =   د :    مباشرة و ھى ٠)  =  ( ٣ + ١        
        BBBB د                  ) )                 =  ( ٣ + ١  =  ١ + ٠ × ٣=    ) ١     

 

        AAAA الدالة لھا نفس القاعدة على يمين و يسار    = د :    مباشرة و ھى ٣)  =  ( ٥ –          

        BBBB            د       ))                 =  (  ٥ –  (     =٣ – ٥  =  � 
 

        AAAA ١  تختلف عن قاعدتھا على يمين ١  قاعدة الدالة على يسار  
        BBBB  يجب بحث ك] من النھاية اليمنى و النھاية اليسرى عند  ً = ١  

        AAAA ١(   د 
– 

 = (  )                  ٣ + ٤ = ١ + ١ × ٣=    ) ١  
 

 ١(         ،  د 
 +

)                   = (  ٥ –  (    =٤ = ١ – ٥  
 

        BBBB ١(   د 
– 

 ١( د  ) =  
 +

 = ( ٤                                    BBBB د                   ) =  ( ٤  
      

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 

   ٣ + عندما         ١  > ١ 
  

    ٥ –    عندما         < ١ 

 نھــــــــــــا 
  ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٣ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ١ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 

 ــــــــــــانھ
  ←←←← ٣ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٣ 

 ــــــــاـــنھــــ
  ←←←← ١

– 
  

 ــــــــاـــنھــــ
  ←←←← ١

 +
  

 نھــــــــــــا
  ←←←← ١ 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 
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                                          )  =                      (د : إذا كانت  : )� (مثال

 

  )                                  (                أوجد                   د 

 

 الحلـــــــــــــــــــ

               AAAA ٠(   د 
– 

        "أكمل "            )  =                                                (د  ) =                  

 

  =                                 

 

 ٠(                ،  د 
+

                                                        )  =         ٦ + )                    =  (  (د  ) =                  
 

 

  ،               AAAA  
               BBBB   

            

 

  )(    د    أوجد             =                                                                )(د : إذا كانت :  )٣ (مثال

 

 الحلـــــــــــــــــــ

 

               AAAA ٠(   د 
– 

  =                                           = ( ٣  
 

 ٠(             ،  د    
+

٠( د   BBBB           ١    =  ٣حتا     ) =                   
 +

 ٠(  د ≠ ) 
– 

                              (           
 

               BBBB   د                 )  (  ليس لھا وجود 

 

 

 

                                          )  =                      (د : إذا كانت  : )٤ (مثال

 

 

    ا أوجد قيمة  كل من  ١ =                 لھا نھاية عند  
 الحلـــــــــــــــــــ

              AAAA د  )  (   لھا نھاية عند = ١                 BBBB د    )١ 
– 

 ١( د  ) =  
 +

(  

 

             BBBB                    )                     =                                         ٣   +٥(  

  
 

            BBBB  ٣  =  ا:                و منھا ٨   = ٥ +  ا                                                  

 

 

 نھــــــــــــا
  ←←←← ٠ 

 ٠ < عندما                                  
  

     + عندما                ٦    < ٠ 

 

      

 ) + ٣( 
�

 + ٩    

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠

–
 

      

 ) + ٣( 
�

 + ٩    

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠

–
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠

+
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠

+
 

 ٠ < عندما                                  
  
 ٠ >    عندما                ٣حتا    

 

      

     ٣حا 

 ١ < عندما                                        
  
    ٣   +عندما                  ٥    < ١ 

 

  – ١     

 ا
�

 + �   – ٥     

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠

–
       

     ٣حا 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠

+
 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠ 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠ 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١

–
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١

+
   – ١     

    ) ١ –  )( ٥ +  ا   ( 
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 تمـــــــــارين 
 

 :ً                                       أوجد ك] من  ) =                        (د : إذا كانت )  ١(
 

  )(د  ،                      )      (                            د ،  )  (                                 د 

 

 

)                                                                      (د :                      ً  أوجد ك] من ٣ + ١ –    ) =  (د : إذا كانت )  �(

 

  )   (،                  د  )                                (                   ،                  د 

                            

 

 

 :ً                                         أوجد ك] من  ) =                      (د : إذا كانت )  ٣(
 

  )(،                     د  )       (،                             د  )  (                                 د 

 

 

 

 :ً                   أوجد ك] من  ) =                                                    (د : إذا كانت )  ٤(
 

 

  )(د      ،                      )       (،                             د  )  (                                 د 

 

 

 

 :ً   أوجد ك] من  ) =                                                                    (د : إذا كانت )  ٥(
 

 

 

 

 � ←←←←      عندما    ٣نھاية  تساوى    ) =                                                 (للدالة د : إذا كان)  ٦(

                    

     ،  ب   ا:         أوجد قيمة كل من 

 

 

                         ) =                          (للدالة د : إذا كان)  ٧(

 

 

     ،  ب   ا:       أوجد قيمة كل من   ٣=       ،   ١ – = :        نھاية عند كل من 

 

 

 

   
�
 +٥   + عندما        ٦  > ٠ 

  
    ٦ –                    عندما   < ٠ 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١ 

 ــــــاــــــــنھــ
  ←←←← – ١ 

 ــــــــاـــــنھ
  ←←←← ٠ 

 ــــــاــــــــنھــ
  ←←←← – ١ 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١ 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٣ 

   
�
  +٣           ، – �  >  > ٠ 

  
      – ٠ ،               ١   >  > ٣ 

 ــــــاــــــــنھــ
  ←←←← – � 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠ 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٣ 

 ــــــاــــــــنھــ
  ←←←← – ١ 

 ــــــــاـــــنھــ
  ←←←←  

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠ 

   ،                               – ١  >  > ٠               
   
                                  ، ٠   >   >   

 

  + ١     

 
٥

 + ١    

٥  – حا ٤  

  حتا  

� 
 ط 

� 
 ط 

 ا  
�
 � >       ب     ،– 

  
 � <    ،   ب   +    ا  

    ٣   – �  ،            > – ١ 

 ٣ <  <   ١ –   ،   ب   +    ا    
     ٦ –           ،         < ٣ 

                   ،                 < ١               
   
   ١ <   ،    طا                          

 

  –  ١     

( حا 
 

– ١(    

  ٤     

ط 
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 إتصال دالة عند نقطة 
 :تعريف 

 :  تنتمى لھذه الفترة فإن   ا           إذا كانت الدالة  د   معرفة على فترة ما و كانت  

   ) ا(  د  )  = (   إذا و فقط إذا كانت                  د اعند             د  تكون متصلة 

 

 :شروط إتصال دالة عند نقطة 
 :   إذا تحققت الشروط الث]ثة اpتية مجتمعة ا =           تكون الدالة  د   متصلة عند  

  لھا وجود  )  ا(  د :         أى أن ا =    الدالة معرفة عند  – ١          
 لھا وجود  )   (                د    – �          

  

   )ا(  د  )  = (                   د – ٣          

 

  : م]حظة

   ا =            يكفى عدم تحقق شرط واحد من الشروط الث]ثة السابقة لعدم إتصال الدالة  د  عند النقطة   

   ا =   فھى بالتالى غير متصلة عند  ا =  غير معرفة عند   ً           فمث]  إذا كانت الدالة

                    و D داعى أن نبحث عن تحقق الشرطين اpخرين 

 

  : ثالم

  ١ =    عند  ٣ + ١ –     = ( (د :         ابحث إتصال الدالة  
 الحلــــــــــــ    

 

  ) =    (           د 

 

 

 

          =              

 

 

           AAAA    د  معرفة عند  =  ٣=   �+  ١ ) = ١( د :    حيث ١         

 ٠(            ، د 
– 

  )                    = ( ٤ –    = ( ٣    

 

 ٠(            ، د 
 +

  )                    = (    +�   = (٣     

  
    ٣ ) =  (             د :                     أى أن 

 

         BBBB (د  ) =                   ١(   د(  

 

 

         BBBB  د  متصلة عند    = ١ 
 

 

 

 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ا 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ا 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ا 

     – ٣+   ١     ،     ١ 
  
   –    +٣ + ١،        > ١ 

 

       +�     ،     ١ 
  
    ٤ –   ،        > ١ 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١

–
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١

+
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١ 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ١ 
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  : م]حظة

 لھا وجود  ، و كانت الدالة غير متصلة ) (  ،                 د ا = معرفة عند   ) (           إذا كانت د 
   

   ا = فيمكن جعل الدالة متصلة عند   )  (عن                د  ) ا (  /خت]ف  د ا =            عند  
   

  )  (د  )  =                  ا (           بإعادة تعريفھا بجعل  د 

 

 

  : ثالم

  ) =                                                (د :        إذا كانت 

 

 ٠ =   التى تجعل د متصلة عند ا       أوجد قيمة             
 الحلــــــــــــ     

      AAAA د  ) (   متصلة عند = ٠                           BBBB د   )(د  ) =                   ٠(  
   

 

      BBBB  ا                   =                                              =   ×                           

 
   

=                                                         =              ! 	�  
 

 :   ،   ب   حيث ا:    أوجد  قيمة كل من ١ – =  ، ٣ =  إذا كانت الدالة  د   متصلة عند   : تدريب
   

 

                           ) =                       (         د 

 

 الحلــــــــــــ     

      AAAA د  ) (   متصلة عند = ٣                   BBBB د   )(د  ) =                   ٣(  

      BBBB   ٣( د  ) =  ٣( د 
– 

 ٣( د  ) =  
 +

(      

      BBBB   

 

 

 

      AAAA د  ) (   متصلة عند = – ١                     BBBB د  )– (د ) =                    ١(  

      BBBB ١ –(د  ) =  ١ –(  د 
– 

 ١ –(د  ) =  
 +

 "أكمل                                                              "  )    
      BBBB   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ا 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ا 

 ــــــــاـــنھــ
  ←←←← ا 

                                    ،     ≠ ٠ 
  
 ٠=                                   ، ا    

 

  

 ] /��+/�/ – ٣ 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠ 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠ 

  

 ] /��+/�/ – ٣ 
 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠ 

  

 ] /��+/�/ – ٣ 
 ] /��+/�/  +٣ 

    ] /��+/�/  +٣ 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٠  ) ] /��+/�/  +٣(  

     

    ٣   + ١  ،             – ١ 
 ٣ <  <   ١ –   ،   ب   +    ا    

      
�
 – ٣         ،          ٣ 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٣ 

 ــــــــــاـــنھــ
 ←←←← – ١ 
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 :  أبحث إتصال الدوال اpتية عند النقط المبينة   – ١

   
     ٤ =                                                                          عند   ) = (د ) ١   (   

 

 

 

 

    ٥ =   = �  ،   عند   ) =                                                                          (د ) �      (

 

 

 

     ٣ =                                                                       عند   ) =    (د ) ٣      (

 
 

 

     ٣ = عند   ) =                                                                          (د ) ٤      (

 

 

 المبينة   التى تجعل د متصلة عند  النقط ا  أوجد قيمة الثابت  – �

 

 

     ١ = عند   ) =                                                                          (د ) ١      (

 

 

 

    ٠ =  عند    ) =                                                                          (د ) �      (

 

 

 :   ،   ب   حيث ا:     أوجد  قيمة كل من ٥ =  = –  � ، ة  د   متصلة عند    إذا كانت الدال– ٣
   

 
  

  ) =                                                (         د 

 

 

 

 :   ،   ب   حيث ا:     أوجد  قيمة كل من � = ،   ١ =   إذا كانت الدالة  د   متصلة عند  – ٤
   

 
  

  ) =                                                (  د        

 

 

                               ،           >٤  
  
     #	� ،                                   ٤ 


�
 – ١٦ 


�
 – � – ٨ 

    
�
 – ١          ،       � 

              ٣             ،   �   > > ٥ 

    
 

– �          ،           ٥ 

      ،                                   ≠  ٣  
  
   �                               ،    =٣ 

 

 – ٣ 
    – ٣ 

            ،      حتا  + حا     
     

 �  >           ،          � حتا + �     
 ط 

� 
 ط 

   ،                                           ≠  ١ 
  

١ –  ٣                      ،       = ١  

 

 – ١ 


�
 ا+   ) ١ + ا( – 

   ،                                           ≠  ٠ 
  
  ٠  =       ،                      ١  + ا           

 

 ٣ طا   

�حا
�

    

    ٣   –  �  ،               –  � 
 ٥ < <   �  –      ،   ب   +    ا    

      
�
 – ��         ،          ٥ 

 

        –  �  ،                ١ 

 � < <   ١         ،   ب   +    ا    

      ] /��+/�/           ،          � 

 



 yahoo.com@a_shantory٢٠٠٧                                                      الشنتوريأحمد 

               للمرحلة الثانية من الثانوية العامةالتفاضل و التكامل                                                             

 إتصال دالة على فترة 
 

 :تعريف 
 : فإن [   ، ب ا=  ] ف  إذا كانت الدالة  د   معرفة على الفترة )  ١          (

 فترة                  الدالة  د   تكون متصلة  على ف  إذا كانت متصلة عند كل نقطة تنتمى لھذه ال

 :فإن ]   ، ب ا=  [  ف  إذا كانت الدالة  د   معرفة على الفترة)   �          (

 :                  الدالة  د   تكون متصلة  على ف  إذا  تحققت الشروط اpتية 

 [   ، ب ا=  ]  الدالة  د  متصلة  على الفترة  ف  –   ا                 

 ا (د :         أى االة  د  متصلة من اليمين عند    الد–                 ب 
 +

  )   (               د  ) =    
   

 ا (د :         أى ا  الدالة  د  متصلة من اليمين عند  –                  حـ
–  

  )   (د  ) =                   

 

 

  : م]حظة

   ف ggggإذا وجدت نقطة واحدة على اzقل مثل حـ  [   ، ب ا=  ] ف            الدالة  د  غير متصلة  على الفترة  

 :  أى إذا  لم تتحقق إحدى الشروط            بحيث تكون  د  غير متصلة عندھا 

  الدالة   د  غير معرفة  عند حـ  –   ا                 

   عدم وجود  نھاية للدالة  د  عند  حـ –                 ب 

 ) حـ (   إخت]ف  نھاية الدالة  د  عند  حـ  عن   د –        حـ          

 

  : بعض أنماط الدوال المتصلة

  	�	�	�	�  أو أى فترة جزئية من  	�	�	�	�متصلة على  : دوال كثيرات الحدود )  ١ (       
 صفار دالة المقام   ما عدا عند أ	�	�	�	�  أو أى فترة جزئية من  	�	�	�	�متصلة على  :   الدوال الكسرية الجبرية )� (       

 : الدوال المثلثية )  ٣        (

  	�	�	�	�  أو أى فترة جزئية من  	�	�	�	�متصلة على  : دالة الجيب                                   * 
  	�	�	�	�  أو أى فترة جزئية من  	�	�	�	�متصلة على  : دالة جيب التمام                                   * 

  	�	�	�	�  أو أى فترة جزئية من  	�	�	�	�متصلة على  : دالة الظل             *                       
  ��������  gggg  ن  ن  ن  ن                                                     ما عدا عند النقط               ط   حيث 

 

  : نظرية

 د  إذا كانت          
١

 صلتين على الفترة ف  و كانتا مت[   ، ب ا=  ] ف معرفتين على دالتين    �،  د  

 : ًك] من الدوال اpتية تكون متصلة على الفترة ف فإن            

د  )١(          
١
                                   �  د_ 

د  )�(          
١
        �  د٠ 

               

                                   ٠    �د        بشرط                )٣(          

                                                          

          

 

 

 

 ــــــــاــــنھــ
  ←←←← ا

 +
  

 ــــــــاــــنھــ
  ←←←← ا 

– 
 
 
 

� 

 ١ + نننن� 

 �د

د
١
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 : مثال 

  ) =                                                (أبحث إتصال الدالة  د  حيث د        

 

 الحلـــــــــــــــــ

   ] ٥  ،  ٣  – [معرفة على   )  (              د 

  [ �  ،  ٣  – ]  ggggلكل           ١ + ٣ )  = (د )  ١      (

           AAAA د )  (             كثرة حدودBBBB د )  (   [�  ،  ٣  –] متصلة على  

 =  ( (د )  �      (
�
  [ ٥ ، �  ] gggg          لكل ٣+  

           AAAA د )  (             كثرة حدودBBBB د )  ( [٥ ، � ]ة على  متصل  

  ٧ = ٣ + ٤) =  �(د )  ٣      (

  ،             )                   ٣ + (                          ،  ٧ ) = ١          
�
  +٧ ) = ٣            

 

            BBBB د                     )  =  (  د)�                (BBBB د   )  (    متصلة عند   =�  
 

        ٨ – =  )١ + ٣(                                  ،                             ٨ – ) = ٣  –(د )  ٤      (

                                          

             BBBB د   )  (    متصلة من اليمين عند = –  ٣   

(    ،                                                            �� ) = ٥(             ،  د 
�
  +٣=  (   �� 

 

             BBBB د   )  (    متصلة من اليسار عند = ٥ 
   ]٥  ،  ٣  – [متصلة  على  )  (نستنتج  أن  د )    ٤(،  )  ٣(، )  �(،  ) ١(         من 

 

  : تدريب

 :   ،   ب   حيث ا:  أوجد  قيمة كل من   	�	�	�	� د   متصلة على    إذا كانت الدالة           
   

 
  

  ) =                                                (         د 

 

 

 الحلـــــــــــــــــ

         AAAA  د   متصلة على  �	�	�	�	                                 BBBB  د   متصلة على   = –  � 

         BBBB(د  ) =  � – (  د– � 
– 

 � –(د  ) =  
 +

 "أكمل  )                                                 " 

 

 

 

 

 

 

 

 

    ٣ + ٣  –    ،           ١    >� 

     
�
  +٣،                 �   ٥  

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← �

–
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← �

+
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← � 

 ــــــــاــــــــــنھــ
  ←←←← –  ٣ 

+
 

 ــــــــــاـــنھــ
  ←←←← ٥

–
 

    ٣   –  �  ،               –  � 
 ٥ < <   �  –      ،   ب   +    ا    

      
�
 – ��         ،          ٥ 
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     :                              	�	�	�	�أبحث إتصال كل من الدوال اpتية  على  ) ١(

 
                ) =                                  (   د – ١      

 

 

 

  ) =                                                (   د – �     

 

 

 

  ) =                                                (   د – ٣      

 

 

 

  ) =                                                (   د – ٤      

 

 

 

 :       حيث 	�	�	�	�  التى تجعل الدالة  د  متصلة على  ككككأوجد قيمة  )  �(

 

 

  ) =                                                                          (            د 

 

 

 
 

 

     ) =                                                                       (إذا كانت الدالة  د ) ٣(

 

 

 

    ،     ب  ا:      أوجد  قيمة كل من   	�	�	�	�      متصلة على  

 

 

 :       حيث 	�	�	�	�الدالة  د  متصلة على    التى تجعلك  ك  ك  ك  أوجد قيمة  ) ٤(

 

 

  ) =                                                                          (            د 

 

 

 

     + �               ،       ١ 
     

     ٤ – ٥           ،          < ١ 

    
�
 –  ١ ،           – �     ١ 

    �  + ١       ،      ١ >    >  ٣  

    ٣  – �      ،       ٣      >٦  

       ٠ ،         �حتا  + ١   
     

  ط <           ،   >        ا ح– ١   

 

� 
 ط 

� 
 ط 

     + �               ،       ٠ 
     

                             ،         < ٠ 
 حا – ٣   

  +  ٣طا   

                               ،       � 
     

 ك ك ك ك     
�
 –  ٤        ،         < � 

 
�
  –  ٤ 


٦
 – �� 

     � 
�
 –  ١ ،                      ١ 

  ٣  <    < ١،               ب   +    ا    
 

                                 ،            ٣ 

  
�

– � +   ٤ 

� 
�
 –   – ١ 

    ٣  + كككك                  ،       � 
     

 ك ك ك ك   – ١    
�
              ،         < � 
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 ا/شتقـــــــــاق 
  : مراجعة لما سبق

 [    ، ب ا]  gggg ١، وكانت  [    ، ب ا] مجالھا ھو   ،  )  (د =  ص :    إذا كانت           *

 : ھـ  فإن  + ١ إلى  ١  من              و تغيرت  

o  (د ) = ھـ ( ت  :  فى ص ھىالتغير دالة 
١

   (–) ھـ   + 
١

(  
 

o  ھـ  ( مممم: دالة متوسط التغير ھى = ( 

 

o  معدل التغير للدالة د عند١ =  

 

o  المقدار                                                            له قيمة وحيدة عند ggggمجال الدالة  

 

"                       أو المعامل التفاضلى اzول للدالة "  تسمى المشتقة اzولى للدالة و بالتالى فھو دالة فى  
      /  أ؛     ص              :                        و يرمز له بالرمز  

	     
� 
/
 أ؛        )س (  

o  ولى للدالة   صzد =  يرمز للمشتقة ا)    (   عند =  بالرمز ا    : 

	أ؛    ا =س  )             (                       
/

     ) ا  ( 

o الواقعة عليه ھو  ) ١ ، ص١س( ند النقطة ميل المماس للمنحنى ص ع: 
 قياس الزاوية الموجبة التى يصنعھا المماس مع ا/تجاه) ھـ ( حيث   طا ھـ =    ا =س  )               (

  : قواعد ا/شتقاق

	:    ثابت فإن كككك   حيث كككك ) = (د :   إذا كانت  •
/

 )(     =صفر 

 = ( (د :   إذا كانت  •
نننن

	:    فإن  	�  	�  	�  	�         ggggن ن ن ن   حيث 
/

 )(   =نننن 
 ١ – ن ن ن ن 

   

حـ  ) = (د : إذا كانت  •
نننن

	:    فإن  	�  	�  	�  	� ggggن ن ن ن   حيث حـ ثابت ،  
/

 )(   = ننننحـ 
 ١ – ن ن ن ن 

   

  ) (  ك   ك   ك   ك ±   ٠٠٠٠٠٠ ± ) (ق ق ق ق  ± ) (ر ر ر ر  ) = (د : إذا كانت  •

	: فإن            
/

 )(     =رررر/    ) (±  ق ق ق ق /) ( ± ك   ك   ك   ك ±   ٠٠٠٠٠٠   /)(     

    :لى لحاصل ضرب دالتين أو أكثر المشتقة اzو •
 = قابلتين ل�شتقاق المشتقة اzولى لحاصل ضرب دالتين                      

 الدالة اzولى × مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية ×  مشتقة الدالة اzولى                                          

  دالتين قابلتين ل�شتقاق بالنسبة للمتغير ررررد ، :  فإذا كانت                                         

  )   (رررر×  ) (د =  وكانت ص                                         

  )(د ×  )  (/رررر )  +   (رررر×  )  (/د=          :      فإن                                         

 يمكن تعميم ھذه القاعدة zكثر من دالتين : م]حظة                                                

 :المشتقة اzولى لخارج قسمة  دالتين  •
 =   المشتقة اzولى لخارج قسمة  دالتين                     

 

  دالتين قابلتين ل�شتقاق بالنسبة للمتغير سررررد ، : فإذا كانت                        

                      

  صفر≠ ) (ر ر ر ر      حيث  :                 نت  وكا                      

 

 =               : فإن                         

 

 ھـ 

 (د 
١

   (–) ھـ   + 
١

(  

 ــــــــــاـــنھــ
 ھـ  ٠ ←←←← ھـ 

 (د 
١

   (–) ھـ   + 
١

(  

 ــــــــــاـــنھــ
 ھـ  ٠ ←←←← ھـ 

   (–) ھـ   +  (د 
 
( 

  ))(  د (
 

 مربع المقام
 البسط× شتقة المقام  م–المقام × مشتقة البسط 

  )(د 

  ) (رررر

  )(د ×  )  (/رررر  – )   (رررر× )   (/د

) )   (رررر ( 
 �

 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 ء
 ء 
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 دالة قابلة ل�شتقاق بالنسبة إلى ع )  ع ( د = ص : إذا كانت  •

 شتقاق بالنسبة إلى دالة قابلة ل� )  (رررر=  ع     ،                     

 تكون قابلة ل�شتقاق بالنسبة إلى  ) ]  (رررر[ د = ص :  فإن                         
    

 ×              =               :  ويكون                           

 

 ) ](د = [ ص : إذا كانت  •
نننن

 ) ](د [ نننن=               :         فإن 
د×  ١ -نننن

/
) (  

 

 :ص دالة قابلة ل�شتقاق بالنسبة إلى س فإن : إذا كانت  •

 ) ص(                                                 
نننن

 صنننن  =   
       ١ -نننن

 

      حتا =                 :                             فإنحا =     ص  :إذا كانت •

                                   

  حا  – =                :                            فإنحتا = ص :    إذا كانت  •
 

  �قا=                  :                              فإنطا = ص :    إذا كانت  •

 

 )   ب  +  ا( حتا ا=                 :      فإن  )         ب  +  ا(حا =     ص  :إذا كانت •

                                                              

 )   ب  +  ا( حا ا  –=                 :      فإن  )        ب  +  ا(حتا = ص :    إذا كانت  •

        

  قاا  =               :      فإن )         ب  +  ا(طا = ص :    إذا كانت  •
�

 )   ب  +  ا (

                                                   : ]حظةم
            قواعد ا/شتقاق السابقة تطبق على الدوال القابلة ل�شتقاق 

             أما بحث قابلية إشتقاق دالة عند النقطة 
١
 :  فيجب البحث فى المقدار   

 

                            فإذا كان لھذه النھاية وجود كانت الدالة قابلة ل�شتقاق                                              

 

             عند  
١

   و قيمة المشتقة عندھا تساوى ھذه النھاية 

  : المشتقة اليمنى و المشتقة اليسرى للدالة

 الدالة تتغير قاعدتھا على يمين و يسار     تنتمى لمجال الدالة  د   و كانت اا  =             إذا كانت النقطة  
   ا  =             لبحث قابلية إشتقاق الدالة عند 

           نوجد المشتقة اليمنى  د
 ا( /

 +
  =   ( 

 

           ، المشتقة اليسرى  د
 ا( /

–  
  =   ( 

 

د:             فإذا تحقق أن 
 ا( /

 +
د)   =  

 ا( /
–  

 :   و كان ا  =  قابلة ل�شتقاق عند  كانت الدالة)   

                               د
د)   =   ا ( /

 ا( /
 +

د)  =  
 ا( /

–  
   ( 

 

د:            أما إذا كان 
 ا( /

 +
  د≠)   

 ا( /
–  

   ا  =  كانت الدالة غير قابلة ل�شتقاق عند )   

 

  عء 
 ء 

  ء ص
  عء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 ء
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 ـــــــاــــــنھــ
 ھـ  ٠ ←←←← ھـ 

 (د 
١

   (–) ھـ   + 
١

(  

 ــــــــــاـــنھــ
٠ ←←←← ھـ 

+
 

 ھـ 

   )ا    (–) ھـ   + ا  (د 

 ــــــــــاـــنھــ
٠ ←←←← ھـ 

–
 

 ھـ 

   )ا    (–) ھـ   + ا  (د 
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  : م]حظة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ١  = ل  د  ، قابلية إشتقاق د عند  أبحث إتصا                                          =  )(د : إذا كانت :  مثال 

 

 الحلــــــــــــ

       AAAA ١ (   د 
– 

 ١ (د  ،      � ) =  
 +

١ (د  ،      � ) =  
 

  = ( �         B    د) ١ 
– 
 ١ (د ) =  

 +
١ (د   ) =

 
 (    

       BBBB   د)(   متصلة عند   =  ١ 
 

  ،      AAAAد  
/ )١ 

 +
 =                                                  =   (�   

 

      ، د
/ )١ 

–  
  =                                                    =   (�  

 

  ،      AAAAد  
/ )١ 

 +
د  =    ) 

/ )١ 
–  

                                                 ( 

       BBBB   د)(   قابلة ل�شتقاق  عند   =  ١ 
 

  )(د 

  =  ا      ≠  ا   

معرفة عند 
   =  ا 

غير معرفة 
 ا  =   عند

 ا ( د
 +

 ا ( د) = 
–  

 ا ( د  )  
 +

 ا ( د ≠) 
–  

   (  

لھا نھاية 
 ا  =   عند

ليس لھا نھاية 
 ا  =   عند

غير متصلة  عند          
   =  ا 

ليس لھا مشتقة 
 ا  =   عند

 ا(  د
 +

 ا( د ) = 
–  

   ( 

لھا نھاية 
 ا  =   عند

 ا(  د
 +

 ا(  د ≠) 
–  

   (  

ليس لھا نھاية 
 ا  =   عند

غير متصلة  
 ا  =   عند 

ليس لھا مشتقة 
 ا  =   عند

 ا(  د
 

 ا(  د) = 
 +

 ا( د ) = 
–  

   (  

متصلة  عند     
   =  ا 

د
 ا(  /

 
د) = 

 ا(  /
 +

د) = 
/

 ا ( 
–  

د  )   
 ا(  /

 
 د ≠) 

 ا(  /
 +

د) = 
/

 ا ( 
–  

   ( 

ليس لھا مشتقة 
 ا  =   عند

 لھا مشتقة عند 
   =  ا 

     �            ،  ١ 
     

     
�
  +١،       < ١ 

 ــــــــــاـــنھــ
٠ ←←←← ھـ 

–
 

 ھـ 

 �  –) ھـ   + ١   (�

 ــــــــــاـــنھــ
٠ ←←←← ھـ 

–
 ھـ  

 )ھـ   + ١  (
�

 + ١ –  � 
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 : نظرية 

   ا  =     فإنھا تكون متصلة  عند  ا  =  قابلة ل�شتقاق عند   )   (د =  الدالة  ص :           إذا كانت 

 

  : م]حظة

 ً إشتقاق دالة عند نقطة فى مجالھا D يلزم بحث غتصال الدالة عند ھذه النقطة أوD بل يمكن عند بحث         

          بحث قابلية إشتقاقھا عند ھذه النقطة مباشرة 

 

  : بحث إشتقاق دالة على فترة مغلقة

 :  الفترة نتبع فلبحث ا/شتقاق فى ھذه]   ، ب ا[ معرفة على   )  (د =           إذا كانت الدالة  ص 

 [   ، ب ا]   نبحث  قابلية ا/شتقاق على – ١        

    ببحث وجود المشتقة اليمنى فقط   ا  =    نبحث قابلية ا/شتقاق عند – �        

 ب   ببحث وجود المشتقة اليسرى فقط     =    نبحث قابلية ا/شتقاق عند – ٣        

 

  : )١ (مثال

  عند أى نقطة من مجالھا   ��/  (  =  ](ية إشتقاق الدالة  د        أبحث قابل

 الحلـــــــــــ

   [ ∞ ، ٠=  [            مجال  د  

 )ا= (    �� /ا [  ا   )  =ا  (د :      يكون     [    ∞ ، ٠  ]  g ا    zى  – ١        
# 	

 

  

               د
 ا ( /

 
               =   (      =                               

 

 =                            #		! ا      = #	   ]        ∞ ، ٠  g  [ ا  د قابلة ل�شتقاق عند zى نقطة B          �� /ا [   

  نكتفى ببحث المشتقة اليمنى فقط  د٠  =    عند  – �        
/ ) ٠ 

 +
   ( 

 

  د             
/ ) ٠ 

 +
 =                                                 =   ( =                                                ٠  

 

              B  د قابلة ل�شتقاق عند   = ٠            BBBB د  قابلة ل�شتقاق  على مجالھا � ، ١  من   

 
 

  :  )�(مثال 

    كككك ،  م م م م أوجد    ١=                                         قابلة ل�شتقاق عند     = ) (لدالة د   إذا كانت ا       
 

 الحلـــــــــــ

       AAAA د قابلة ل�شتقاق عند     =  ١                 BBBB  د متصلة عند    =  ١   

       BBBB     ١ (د 
– 

 ١ (د  ) = 
 +

                         (    BBBB  – � =   كككك +   مممم       )       ١ (                                                                                                      

      ،     د
/ )١ 

 +
د)   =    

/ )١ 
–  

                         (BBBB     �  =  مممم                     

  ٤  –  =  كككك:   ينتج )  ١(ى       بالتعويض ف
 

 

 

 

 ــــــــاــنھــ
 ٠ ←←←← ھـ 

 ـــــاــــــــــنھــ
  )ا  ( – )ھـ  + ا  ( ا ←←←← ھـ  + ا

)ھـ  + ا  (
# 	 

 )ا  ( –
# 	

 

 ــــــــاــنھــ
٠ ←←←← ھـ 

+
 

 ھـ 

   )٠    (–) ھـ   + ٠  (د 
 ــــــــاــنھــ
٠ ←←←← ھـ 

+
 

 ھـ 

   )ا    (–) ھـ  +  ا  (د 

 ھـ 

   ٠   –    / ھـ[ ھـ   

      ١   ،    كككك+   مممم   

   
�

–  ٣     ،     < ١ 
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 تمـــــــــارين 
 : أبحث قابلية إشتقاق كل من الدوال اpتية عند النقط المبينة ) ١(

                                       ٣ =                عند   ٣  –   ( =   (  د – ١     

 

                                       ١ =    عند +                     ( =   (  د – �     
 

               عند  أى نقطة تنتمى لمجالھا  /�/ /+/ �� ( =  ](  د – ٣     

 

 � =                                            عند    = ) (د   – ٤     
 

 

                                                                          ٣ =   ، ١ =   = – � ،   عند                                                                = ) (  د – ٥     

 

 

  =  عند                                                                 = ) (  د – ٦     

 

 

                                                              = ) ( إذا كانت  د ) �(

 

  ٣ =    ثم أبحث قابلية إشتقاق الدالة عند  ٣ =           أثبت أن الدالة  د  متصلة عند  
 

 

                                                              = ) (إذا كانت  د )  ٣(

 

 ١ =    ثم أبحث قابلية إشتقاق الدالة عند  كككك   أوجد قيمة الثابت  ١ =  عند          متصلة
 

                                                              = ) (إذا كانت  د )  ٤(

 

  مممم   ،    كككك  أوجد قيمة الثابتين   ١ =           قابلية إشتقاق الدالة عند  
 

                                                              = ) (د إذا كانت  )  ٥(

 

 ١ =  ثم أبحث قابلية إشتقاق الدالة عند  مممم  ، كككك  أوجد قيمة الثابتين ١١) = ١(، د ١ =      متصلة عند 
 

 

                                                              = ) (إذا كانت  د )  ٦(

 

         

 ٥    إلى   ١،  ب   ،  حـ   إذا كان متوسط تغير الدالة  د  عندما تتغير من     ا        أوجد قيم الثوابت  
 � =        و كانت الدالة قابلة ل�شتقاق  ٣        يساوى   

 

 

١ 
 

    + �    ،   � 
     ٤        ،     < � 

   
�

 +   + ١      ،–  �    ١ 

     ٣               ،       ١ >    ٣ 

    ،              حتا   
   

  >         ،      حا–   

� 
 ط 

� 
 � ط 

 ط 

   ٣ –  
�
  ،              ٣ 

    –  ٩            ،    <  ٣ 

 

    
٣

 ١              ،  ك ك ك ك + 
   

   ٣  + ١           ،    <  ١ 

   � 
٤

         ،              ١ 

 ١  >    ،            مممم +  كككك   

 ك  ك  ك  ك     
�
 ١              ، مممم ٤+  

 ١  >    ،             كككك ٣ +  مممم  

            
�
 �             ، ٣ + ب +  

 �  >    ،         حـ            +  ا    
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 الدالة الضمنية و ا/شتقاق الضمنى
  : نعلم أن

 :بلة ل�شتقاق بالنسبة إلى س فإن ص دالة قا: إذا كانت            

 ) ص(                                                 
نننن

 صنننن  =   
       ١ -نننن

  : ًفمث]

ص(             *         
٣
ص  ٣) =   

�
  

 

         *            ) ص   = (+               ص  

 

  : الدالة الضمنية

 )١               (  ٤  ≠                         ،  =  ص :   كانت   إذا  *               
 

 ص   دالة صريحة فى  :   فإن                    
  

                                             = :              =                    و مشتقتھا ھى 

 

 :    نحصل على  )٤  – (  ى  بالضرب  ف)  ١(   من                *

                      ص  ٤ – ص – و ھى دالة ضمنية     ٠ = ١ +  ٣              
 

  ٠ =  ٣ –             ٤ –ص             + :   ھى  " با/شتقاق بالنسبة لـ  "                    و مشتقتھا  
 

                    و بالتعويض عن قيمة  ص  نحصل على نفس النتيجة السابقة   =            :                   أى 

 

 ٠            = ٣  – ٤ –            ص  +  :  با/شتقاق بالنسبة لـ  ص ھى "                    أما مشتقتھا 
 

 نفس النتيجة السابقة ًوھى أيضا :             =                                        أى 

 

  الدالة سواء كانت صريحة أو ضمنية يكون لھا نفس المشتقة اzولى و نحصل عليھا با/شتقاق بالنسبة ** 

   أو  ص z             حد المتغيرين  

 

  : مثال

:        أوجد ميل المماس للمنحنى 
�

ص  + 
�

 + ٣  – ٣ ، ١(    عند النقطة  ١=  ص ٤ (  

 ــــــالحلـــ

   :      با/شتقاق بالنسبة لـ  

          �  + �  ٠           = ٤ – ٣           + ص  
 :      أى أن 

 =                              

 

 

=  (            )     ميل المماس 
 )٣ ، ١( 

  =                     =  

 

 

 ء
 ء 

 صء 
 ء 

 ء
 ء 

 صء 
 ء 

 ء
 ء 

 صء 
 ء 

  –  ٤ 

١ –  ٣  

 صء 
 )٤  – (  ء 

 �
 

) ٤ –  ٣ ( –) ١ –  ٣(  

  ) –  ٤( 
 �

 

 – ١١ 

 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 ء
 صء 

 ء
 صء 

 ء
 صء 

   –  ٤ 
   ص– ٣ 

 

   ص– ٣

    –  ٤ 
 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ٤ – ص � ء 

 – �   – ٣ 

 

 صء 
 ٤ – ٦ ء 

 – � – ٣ 

 � 
 – ٥ 
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 تمـــــــــــــــارين 
 

 :             لكل من الدوال اpتية  أوجد   – ١

 

)      ١   (
�

ص  + 
�

  =  ٩  

)      �   (
�

ص  + 
�

  –  ٤  + ١=   ص   ٣  

)      ٣   (
٣

ص  + 
٣

  –  �  + ص٣ 
�

 =  ٥  

)      ٤   (
�

ص  + 
�

  –  �   ٣=    ص 

)      ٥   (  ]/��    +  ]٤=   ��/ص   

  ص ٣حا  =   ٤حتا )    ٦      (

)      ٧    (
�

  ٥ =  ٣ ص حا ٤  – ص � حتا 

  ص�طا  =  ٣حا )   ٨      (

  حتا ص  �حا =  ص ٣)    ٩      (

 

 : لمنحنيات الدوال اpتية عند النقط المبينة   أوجد ميل المماس – �

)      ١   (
�

ص  + 
�
 –  ٣   ١ – ، �(   عند                               ١١=   ص(   

)      �   (
�

ص  + 
�

  –  ٨  + �  ١ ، ٣(               عند    ٠=   ��+   ص    (  

)      ٣   (
٣

ص  + 
٣

  –  ٣ ص  
�

 +  
�

  ) ١ ، ١ –(               عند    ٤=  ص 

 

  )� ،  ١(                                          عند    ٧)             +               =  ٤      (

 

 قياس الزاوية الموجبة التى يصنعھا المماس لمنحنيات الدوال اpتية مع ا/تجاه الموجب لمحور   أوجد – ١

              : عند النقط المبينة         السينات

)      ١   (
�

ص  + 
�
 –  ٦  –  ١(                 عند   ٠ = ١٧+   ص  ٨ ، � (  

)      �   (
�

ص  + 
�
  –  ٣   ١ – ،  ١(                                عند   ٥=   ص    (  

)      ٣   (�    ]/��     + عند   ١٠ =  ��/ص[  ص                             )٤ ، ١ (  
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 المشتقات العليا
 

 ى المشتقة اzولى ثم المشتقة الثانيةقابلة ل�شتقاق عدة مرات نحصل عل )  (د =           إذا كانت الدالة  ص 

 على التوالى   ٠٠٠٠٠٠٠٠              ثم المشتقة الثالثة و ھكذا 
 

أ؛    د )   (أ؛                د :                يرمز للمشتقة الثانية بأحد الرموز 
//

)     ( أ؛    ص
//

 

 
أ؛    د )   (      أ؛                د :          و يرمز للمستقة الثالثة بأحد الرموز 

///
)     ( أ؛    ص

///
 

 

 ٠٠٠٠٠٠٠       و ھكذا  

 =             (             )،                           =            (           )     :   و من تعريف المشتقات يكون      

 ٠٠٠٠٠٠٠       و ھكذا  
 

  : أمثلة

=  ص :    إذا كانت )١  (      
٤

 + ٣ 
٣

  –  ٤ 
�

 +٦  + أوجد   ٥      

 الحلـــــــــــــ 

              ص
/

 = ٤ 
٣

 +  ٩ 
�

   –  ٨   +  ٦  

         ،   ص
//

 = �� 
�

 +١٨  –  ص                  ،         ٨
///

  =  ��   +  ١٨  
  

 صفر =                                        ،                       ��=           ،                  

 

 

= إذا كانت ص   )�        (
٣

=      ،     ع   �  +  
�

 �=  عندما س               أوجد              ٣ + 
 الحلـــــــــــــ

  =                            ٣ 
�

                  ،       =�              
 

               BBBB             =                           ×  = =            

      
              =                             (           )  ×             =            (            ) ×        

 

 :                =        فإن �=  عندما س                 ،  =            ×                                           = 

 

 

 ٠=  ص  +              � +             :          أثبت أن حتا =  ص : إذا كان   )٣        (

 الحلـــــــــــــ

                   +               حا –= ص   
 

                  =             +             +              – حتا   = –  ص  

 

                BBBB     +              � +              ٠=  ص 
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 تمـــــــــــــــارين 
 : أوجد المشتقة الثنية للدوال اpتية )  ١(

=         ص   – ١       
٣

  –  ٥ 
�
  +٦  + ١       

=            ص – �       
�

  )
�

 + ١( 
 �

  

ع=           ص – ٣       
٤

  ٤ –  ٣=        ،      ع  
  

 / �/ �/ ///// � [=           ص – ٤       
  =           عند     حتا – حا   )  = (         د – ٥       

 ط =           عند    ا   حت حا  � )  = (         د – ٦       

=  (  ص :  إذا كان )  �(
�

 + ١( 
 �

  ٠  =  ٨            + ٣ –              :         أثبت أن 

 

:  إذا كان )  ٣(
�

:        أثبت أن ٥ +  �=   ص 
�

 +             ٤  +            � ٠=  ص  

 

ص:   إذا كان )  ٤(
�

 =  حا ص               �:   بت أن          أث  +�(           ) 
 �

ص +  
�

 حتا  � = 

 

ص:   إذا كان )  ٥(
�
+ (           ) ص              :       أثبت أن  حتا حا =   

 �
 ص٤ + 

�
  =٠ 

 

طا= ص :   إذا كان )  ٦(
�

 اثبت أن                   :! 	  )  ص٣ + ١) ( ص  + ١             =  (  

 

ص:   إذا كان )  ٧(
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�
 –  ٣   + ٤   ،    = ع

٣
  ع ٣٠:                =        أثبت أن 

 

ص:   إذا كان )  ٨(
 

=  ،   ع   /�/ /+/ ��ع[ =  
�
  ٥  = عند    :                             أوجد ١٠  – 

 

 ،           =                � + ١:              =  إذا كان )  ٩(
�

 ١  = عند   :                   أوجد  ٣+ 

 

ص:   إذا كان )  ١٠(
 

 ا =  
٣

ب    +  
�

 ��=          و كان                  
 

  ،                    (             )
  =١

    ،  ب                   ا:                   أوجد ٦ = 

 

ص:   كان إذا )  ١١(
 

 :            +              =              +          أثبت أن ب حتا  +  حا ا =  

 

 

 ١  =    بالنسبة إلى                              عندما          :�:+:@ [   أوجد معدل تغير     )��(
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 تطبيقات ھندسية على المشتقة اzولى
  : نعلم أن

  " طرق إيجاد ميل الخط المستقيم"   **          

 :ميل الخط المستقيم المار بالنقطتين )  ١(           
 =   =                   م م م م      :   ھو  )   � ، ص �(، ب  )  ١ ، ص١ (ا                  

           

 م م م م :    فإن ميل الخط المستقيم ھو      حـ +  س مممم= ص :    إذا كانت معادلة الخط المستقيم ھى )�(          

  ٠= حـ + ب ص  +  ا :  إذا كانت معادلة الخط المستقيم ھى  )٣(          
 

                      =     =  م م م م :                    فإن ميل الخط المستقيم ھو 

 

 طا ھـ = مممم:   ھو    ات زاوية  قياسھا ھـ   ميل المستقيم الذى يصنع مع ا/تجاه الموجب لمحور السين)٤         (

       إذا كان المستقيم يوازى محور السينات ٠ = مممم   : و يكون                

      إذا كان المستقيم يصنع زاوية حادة مع اإتجاه الموجب لمحور السينات   ٠  > مممم                          ،   

    إذا كان المستقيم يصنع زاوية منفرجة مع اإتجاه الموجب لمحور السينات   ٠  < مممم                          ،   

 :  م]حظة

 :   فإن  �لللل ،  ١لللل  مي]  المستقيمان   �مممم ،  ١مممم : إذا كان            

          ١  –=    �مممم×  ١مممم:    إذا كان  �لللل  MMMM ١لللل       ،         �مممم=  ١مممم:    إذا كان  �لللل //  ١لللل                      

  " تعاريف و قواعد عامة"    **         

 أى نقطة تقع على منحنى تحقق معادلته )  ١(           

  ً/يجاد نقط تقاطع منحنيين متقاطعين تحل معادلتيھما معا   )�(           

  ميل منحنى عند نقطة عليه ھو ميل المماس للمنحنى عند ھذه النقطة)  ٣(           
  العمودى على منحنى عند نقطة عليه ھو المستقيم العمودى على المماس للمنحنى عند ھذه النقطة  ) ٤(           
 التقاطع بين مستقيم و منحنى ھى الزاوية المحصورة بين المستقيم و المماس للمنحنى عندزاوية )  ٥(           

                   نقطة التقاطع

  زاوية التقاطع بين منحنيين ھى الزاوية بين المماسيين للمنحنى عند نقط تقاطع المنحنيين  ) ٦(           
                   ، إذا كان قياس الزاوية بين المماسيين لمنحنيين عند نقط تقاطع المنحنيين قائمة 

                     كان المنحنيان متقاطعيين على التعامد

 

  " خدام المشتقة اzولى /يجاد ميل المماس و العمودى على منحنىإست"    **         

      

  ) ١ ، ص١(عند النقطة    )  (د =  ميل المماس لمنحنى الدالة  ص   ) ١(           

 

=  (            ) الواقعة عليه                     
س( 

١
ص  ، 

١
( 

 

 

 

  ) ١ ، ص١(عند النقطة    )  (د =  دالة  ص ميل العمودى على منحنى ال  )�(           

 

 =  الواقعة عليه                     

 

 

� –  ١ 

 ١ص  –  �ص

 فرق السينات

 

 فرق الصادات

 معامل ص

  معامل  –

 ب

 ا  –

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 
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 (            )

س( 
١
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١
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 الواقعة عليه يصنع زاوية ) ١ ، ص١(عند النقطة    )  (د =  المماس لمنحنى الدالة  ص )  ٣(           

 :                   قياسھا  ھـ مع ا/تجاه الموجب لمحور السينات فإن 

 

=  (            ) طا ھـ                     
س( 

١
ص  ، 

١
( 

 

 

 

  إذا كان المماس يوازى محور السيناتصفر                         =                                               

  المماس يصنع زاوية حادة مع ا/تجاه        إذا كان٠ >                                                                    

: (            )                  و يكون 
)١

ص  ، 
١

( 
                        الموجب لمحور السينات    

         إذا كان المماس يصنع زاوية منفرجة مع ا/تجاه٠                                                                   < 

                                                                                      الموجب لمحور السينات 

 إذا كان المماس يوازى محور الصادات  ) 
	! (                                                                     غير معرف 

 

  : الخط المستقيمالصور المختلفة لمعادلة ** 

 

  م  م  م  م  ،  وميله   )  ١ ، ص١( معادلة الخط المستقيم المار بالنقطة )١(           
            

  )  –  ١(م  م  م  م     =  ١  ص–     ص    ،   أ     م            م            م            م            :                    =                   ھى 

 

 

 : ھى  )   � ، ص �س( ،  )  ١ ، ص١س( ر بالنقطتين معادلة الخط المستقيم الما  )�(           
 

 =                                       

 

 

 :  حاDت خاصة

 حـ=  ص  :     ھى )           ، حـ ٠( بالنقطة  معادلة المستقيم الموازى لمحور السينات و يمر )١(           

 كككك  =       : ھى         )  ٠ ، كككك(  الصادت و يمر بالنقطة   معادلة المستقيم الموازى لمحور)�(           

    مممم= ص : ھى  )   ٠ ، ٠(  معادلة المستقيم المار بنقطة اzصل و )٣(           

 "  ھو ميل المستقيم مممم:  "                   حيث 

 

  : معادلتا المماس و العمودى لمنحنى** 

 

 : ھى  )  ١ ، ص١س(  عند النقطة  )  (د =    ص منحنى المماس للمعادلة   )١(           
 

= (            )         مممم:      حيث  )  –  ١(م  م  م  م     =  ١  ص–    ص                   
س( 

١
ص  ، 

١
( 

 

 

 :ھى  )  ١ ، ص١س(  عند النقطة  )  (د =    ص العمودى للمنحنى معادلة   )�(           
   

= (            )         مممم:      حيث  )  –  ١(                             =١  ص–    ص                   
س( 

١
ص  ، 

١
( 
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      "لحلــــــــــــ أكمل ا   "  : تدريبات 

تقع على المنحنى   ) � ، ١(  أثبت النقطة )١           (
�

ص + 
�
 – ٤  + � ثم أوجد ٥=  ص     

 للمنحنى عندھا                  معادلتى المماس و العمودى 

 الحلــــــــــــــــــــ

 :   نجد �=   ، ص ١ =                 بالتعويض عن  

 الطرف اzيسر                                  =      = =                  الطرف اzيمن 

                 BBBB تقع على المنحنى   ) � ، ١(  النقطة 

  ٠            = � + ٤   –             ص � +                BBBB   � ا/شتقاق بالنسبة لـ ب                 
  

                 BBBB  =                       =                   

 

                 BBBB ١(   ميل المماس للمنحنى عند  النقطة ، � (            )  = ( 
 )١  ، � (       =     

                 BBBB المماس للمنحنى عند ھذه النقطة ھى   معادلة  : 
                      

 : أى                                         =                                    
  

 =                  ، ميل العمودى للمنحنى عند نفس النقطة 

                 BBBBة  العمودى للمنحنى عند نفس  النقطة ھى   معادل : 
                      

 : أى                                         =                                    

 

 �= ن المنحنيين  ص أثبت أ  )�           (
�

 + + ص       ، ١ = 
�

–  متماسان  و أوجد   

 دلة المماس المشترك لھما عند نقطة التماس                  معا

 الحلــــــــــــــــــــ

 ً                 بحل معادلتى المنحنيين معا نحصل على نقط التقاطع 

                 BBBB  � 
�

 + + ١ =   
�

–                  

                 BBBB   

                 BBBB   =  

  فى معادلة المنحنى اzول لتعويض عن قيمة                  ، با

                 BBBB ص                                                    =BBBB المنحنيان يتقاطعان فى النقطة       )      ،    ( 

 )    " ،      (     ميل المماس لمنحنى اzول عند النقطة    " ١مممم                  
             

 (            ) =                          
) – ١  ، � (    =  

 )    " ،      (     ميل المماس لمنحنى الثانى عند النقطة    " �مممم                ،  
           

 (            ) =                          
) – ١  ، � ( =     

                AAAA  النقطة   عند �مممم = ١مممم     )      ،    (BBBB المنحنيان متماسان عند النقطة      )      ،    ( 

 :                 معادلة المماس المشترك ھى 

                   

 : أى                                         =                                      
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 ء 
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 صء 
  ١+ ص  ء 
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 �= يين  ص  المنحنإذا كان   )٣           (
�

 = ص      ، ٨ + ك ك ك ك + 
�

 يتقاطعان على   ٩ + ك ك ك ك + 

  ككككأوجد قيمة  التعامد                  
 الحلــــــــــــــــــــ

 ً                 بحل معادلتى المنحنيين معا نحصل على نقط التقاطع 

                 BBBB  � 
�

   = ٨ + ك ك ك ك + 
�

   ٩ + ك ك ك ك + 

                 BBBB   

                 BBBB   =  ١  
                  

 =                                للمنحنى اzول  

 

 =                                للمنحنى الثانى 

 

                AAAA المنحنيان يتقاطعان على التعامد   

 

                 BBBBولz١ –= للمنحنى الثانى   ×                             للمنحنى ا  
 

                 BBBB )  ٤  + كككك  ) ( �  + ١ –=   )كككك   
 = ك ك ك ك   BBBB                   ١ =                      عندما 

 = ك ك ك ك   BBBB                ١  –  =                  ، عندما 

 

  ٠ =    عند النقطة   حتا + حا  �=  ص أوجد معادلة المماس للمنحنى    )٤           (

 الحلــــــــــــــــــــ

   فى معادلة المنحنى ٠ =                   بالتعويض عن 

                  BBBB ص   = 

                  BBBBتقع على المنحنى            )      ،      ٠(   نقطة    ال 

 

=                                 

 

                  BBBB  ميل المماس للمنحنى  " مممم (            ) = "
)   ٠  ،      ( =     

 

                  BBBB   ھى )    ،      ٠(     معادلة المماس للمنحنى عند النقطة : 

 

 =                                        

 

 

                       أى 

 

 

 

 

 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 صء 
 ء 

 –  

 

   –ص 
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 ـــــــــارين تمــــــ
  : أوجد معادلة المماس للمنحنى )  ١(

                    
�

ص � + 
�

 + ٣   – ٠(       عند النقطة ٠ = ٨ ، �    (  

ص  : إذا كان ميل المماس للمنحنى )  �(
�

  =   – يساوى ١  –   !	    أوجد معادلة ھذا المماس  

 =    عند نقطة تقاطعه مع المستقيم   ص / /�/ /�/ ��[=    ص : لمنحنى  أوجد معادلة العمودى على ا) ٣(

 عند النقطة      ١  +  �  حتا –   طا = ص : للمنحنى عليه العمودى المماس و أوجد معادلة )  ٤(

                =      الواقعة عليه 

  : أوجد معادلة المماس للمنحنى ) ٥(
�
 – �  ص�+   ص 

�
 – ٧ +  و العمودى٠ = ٦+  ص ٦  

  ٠ = ١ – ص ٥ +  ٦       على المستقيم   

 )٥ –  (= ص :  أوجد معادلة المماس للمنحنى   )٦(
 �

 )  �� ، ٣(    عند النقطة   

)ص  + :  (أوجد معادلة العمودى على المنحنى )  ٧(
 �

 +  ١ ، ١(     عند النقطة ٥=   ص      (  

 ت أنه يمر بنقطة اzصل        الواقعة عليه و أثب
  

  ًيكون عنھا المماس عموديا على و التى =                      ص :  أوجد النقط الواقعة على المنحنى ) ٨(
 

  و أوجد معادDت المماسات عند ھذه النقط٠ = ٤+ ص   +       المستقيم   

ب  +  ا=  ص :  ى   ،  ب  إذا كان ميل المماس للمنحناأوجد قيمتى الثابتين )  ٩(
�

    عند نقطة 

 تقع على المنحنى  )  �  ،  � (    و النقطة ٣       اzصل يساوى   

=    ،  ب  ،  حـ  ليكون للمنحنيين   ص اأوجد  )  ١٠(
�

  –  حـ =  ب     ،     ص  +  ا + 
�

 

  ) ٠ ، ١(           مماس مشترك عند النقطة  

 ٣= أن المنحنيين   ص )  ١١(
�

 �=      ،   ص  
�
   ) ٣ ، ١(  مشترك عند النقطة مماسلھما     ١+  

          و أوجد معادلته 

 ب  عند +  حا ا + =  ص :    ،  ب  إذا كان ميل المماس للمنحنى ا  أوجد قيمتى الثابتين )��(

  ١ –الواقعة عليه يساوى    )  ٣ ، ٠(          النقطة 
  ٠<  ، ص ٠ < حيث  )   ، ص (ى كل من المماس و العمودى عليه عند النقطة أوجد معادلت)  ١٣(

:             و التى تقع على المنحنى 
�

ص +  
�
  +٤   +و التى يصنع عندھا المماس٠ = ٥+  ص ٦   

            للمنحنى زاوية قياسھا        مع ا/تجاه الموجب لمحور السينات 
   

 – ٤= مودى للمنحنى  ص  إذا كان الع) ١٤(
�

 يقطع المنحنى مرة أخرى عند  حـ )  ٣ ، ١(   عند النقطة  

          أوجد معادلة المماس للمنحنى عند النقطة  حـ 

  )    � ، ١ –(  أوجد مساحة المثلث المكون من محور السينات و المماس و العمودى عند النقطة )  ١٥(

 – ٩=  ص ٤         للمنحنى   
�

   

 أوجد موقع ھذه النقطة فى اللحظة التى يصنع فيھا )  ٥ –  ( = نقطة تتحرك على المنحنى  ص )  ١٦(

          المماس و العمودى عليه مع محور السينات مثلث متساوى الساقين 

 :أثبت أن مجموع الجزئين المقطوعين من محورى ا/حداثيات بأى مماس للمنحنى )  ١٧(
         ]�� /     +]دائما   مقدار ثابت / ��ا  [   = / ��ص   ً 

 

٤ 
 ط 


�

 + ٤ 

٤    

٤ 
 ط 
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 المعدDت الزمنية المرتبطة
  : تذكر ما يأتى

 المثلث

 مجموع أطوال أض]عه   =  المحيط    

  ا/رتفاع× طول القاعدة   	! =   المساحة

  =             !	 حيب الزاوية المحصورة بينھما×   حاصل ضرب طوD ضلعين 

zض]عمتوازى ا 
                                                      �× مجموع طولى ضلعين متجاورين = المحيط 

 ا/رتفاع المناظر لھا× طول القاعدة  =المساحة 

 المستطيل
                                                               �× ) العرض + الطول ( = المحيط   

 العرض× الطول = المساحة 

 المربع

                                                                                    ٤× طول الضلع = المحيط   
                                                                           مربع طول الضلع       = المساحة 
            =  !	   مربع طول قطره

 المعين

                                                                                      ٤× طول الضلع =  المحيط  
 ا/رتفاع        × طول الضلع = المساحة 

           =   !	   حاصل ضرب طول قطريه

 شبه المنحرف

                                                                           مجموع أطوال أض]عه=  المحيط  
 ا/رتفاع ×  مجموع طولى القاعدتين المتوازيتين 	!=  المساحة 

 ا/رتفاع× طول القاعدة المتوسطة            = 

 الدائرة 
                                                                                                                            ��                                              ��                                              ��                                              ��                                              ط   �=  المحيط   

��������ط              =المساحة 
�

                            "طول نصف قطر الدائرة  ��������: " حيث                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

 المكعب

     � ل٤= المساحة الجانبية  

    � ل٦= المساحة الكلية     
 

  "ل= طول حرفه : "  حيث                                               �ل=   الحجــــــــــــم       

متوازى 
 المستطي]ت

    ع×  ) ص + ( �= المساحة الجانبية  

   )ع + ص ع +  ص ( �= المساحة الكلية     

     ع× ص  × =   الحجــــــــــــم       

  "ع=  ،   ا/رتفاع   ، صاد القاعدة ھما أبع ":  حيث                                          

 المنشور 

 القائم

  ا/رتفاع× محيط القاعدة = المساحة الجانبية  
   ضعف مساحة القاعدة+ المساحة الجانبية = حة الكلية     المسا

 ا/رتفاع× مساحة القاعدة =   الحجــــــــــــم       

اzسطوانة 
 الدائرية القائمة

   ع��  ��  ��  ��   ط �= المساحة الجانبية  

   )��������+ ع     ( �� �� �� ��  ط � = المساحة الكلية     

   ع    ���������ط =   الحجــــــــــــم       

  "ع=    ا/رتفاع ��������= طول نصف قطر القاعدة  ": حيث                                          

 الكـــرة
              ��������� ط � =المساحة   

   "  ��������= طول نصف القطر  : "  حيث                                          ��������٣٣٣٣ط =       الحجـم     

 

 

٣ 
٤ 
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   ً    مث]         ٠٠٠٠ع  ، ،   ، ص: إذا وجدت ع]قة بين عدة متغيرات 

 :    تنتج  ع]قة بين المعدDت الزمنية لھذه المتغيرات ن ن ن ن بإشتقاق ھذه الع]قة بالنسبة للزمن 

 

                     ،                ؛ 

 

 :  خطوات حل مسائل المعدDت الزمنية 

 لوب مع الرسم إن أمكن تحديد المعطى والمط •

 ن المتغيرات في المعطى والمطلوب ياضية تربط بيايجاد ع]قة ر •

 قاق طرفي الع]قة بالنسبة للزمن اشت •

 التعويض بالمعطى Dيجاد المطلوب  •

 

   : بعض المعدDت التي تظھر في مسائل المعدDت الزمنية

 

 =    معدل تغير الحجم بالنسبة للزمن   �

 

 =  معدل تغير نصف القطر بالنسبة للزمن   �

   

 =   سرعة الجسيم في اتجاه المحور السيني    أوتغير  س  بالنسبة للزمن معدل  �

   

 =    سرعة الجسيم في اتجاه المحور الصادي   أومعدل تغير ص  بالنسبة للزمن  �

 

  :م]حظات

 }يتمدد  ، يبتعد ، يصب ماء : ًمث]   { موجبة تكون اشارته يزدادإذا كان معدل التغير  �

 }يتسرب  ، يقترب ، ينزلق : ًمث]  { سالبة تكون اشارته يتناقصإذا كان معدل التغير  �

محيط ، مساحة ، حجم ، نظرية فيثاغورس ، تشابه مثلثات ، أو { الع]قة الرياضية يمكن أن تكون   �
 }. . .  ع]قة معطاة في السؤال  

  الع]قةبعد اشتقاق يكون بالمعطىالتعويض  �

 

  : )١ (مثال

 يساوي الموجة قطر نصف تزايد معدل كان فإذا ،  دائرية موجة فأحدث راكدة بحيرة في حجر ألقي              

  سم  ٥  قطرھا نصف يكون عندما الموجةسطح  مساحة في التغير معدل جدأو  ث /سم ٣.٥          

 الحلــــــــــــــــــــــــ

  سمم م م م =  حة سطحھا  سم    ،      مسا��       ��       ��       ��       =         نفرض أن طول نصف قطر الموجة 
�

 
         

       BBBB  =              ث /سم ٣.٥                       

   

 ،     AAAA  ط   = مممم��������
�

    نننن،   با/شتقاق بالنسبة للزمن                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          
 

       BBBB   =             �  بالتعويض ينتج     �� �� �� �� ط                         
   

 سم١١٠  = ٣.٥  ×  ٥   ×  	@�	@  ×   �                       =  
�

 ث / 

 

 صء 

 ننننء 
 عء 

 ننننء 
 ء
 ننننء 

 	�	�	�	�ء 
 ننننء 

 ��������ء 
 ننننء 

 ء
 ننننء 
 صء 

 ننننء 

 ��������ء 
 ننننء 

 ممممء 
 ننننء 

 ��������ء 
 ننننء 

 ممممء 
 ننننء 
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  : )�(مثال 

   كانت فإذا ، رأسي حائط على الثاني وبالطرف أفقية أرض على طرفيه بأحد يستتند ً مترا ٥  طوله سلم             
  اpخر الطرف انزDق معدل فأوجدي ، دقيقة/ متر ٦  بمعدل الحائط عن مبتعدة تنزلق  السلم قاعدة             
  الحائط من  متر ٣  بعد على السلم قاعدة فيھا تكون التي اللحظة في الحائط على للسلم             

 الحلــــــــــــــــــــــــ

 :              من الشكل
�

ص +  
�

 = �� 

                           

            �   +              �             ٠= ص  

 

ص  +  ٩:            فإن ٣ =            ، عندما  
�

 = ��               B ٤=   ص  

 

           BBBB  � × ٠            =  × ٤×  � = ٦ × ٣                         BBBB   =             –  دقيقة/ متر  ٤.٥    

 

  : )٣(مثال 

  سطح من  مممم  ٦  ارتفاع على معلق مصباح باتجاه أفقي شارع ىف  ث / مممم    ٧  بسرعة رجل يمشي             
  معدل تغير طول ظل الرجل فأوجد ،  سم  ١٨٠  الرجل طول كان فإذا الشارع             

              

 ــــــــــــــــــــــالحلــ

 يتشابه المثلثان:              من ھندسة الشكل 

 

             BBBB  =                       

 

             BBBB      ٣=   ص  ١٠   + ص ٣  

             BBBB      ٣=   ص  ٧    
 

             BBBB      ٣            =  ٧                           BBBB  ٣            =  ٧ ×  ٧                            

 

             BBBB  =                   معدل تغير طول ظل الرجل:               أى أن   ث / مممم ٣ =  ث / مممم ٣                 

 

  : )٤(مثال 

 ٥= ص :   تتحرك نقطة على المنحنى           
 

– 
٣
 ث/  وحدة 	! داثيھا الصادى بمعدل إحبحيث يتناقص   

  ٣ =             أوجد معدل تغير ميل المنحنى بالنسبة للزمن عندما  
 الحلــــــــــــــــــــــــ

             AAAA ٥=   ص 
 

– 
٣

                              BBBB =              ٣  –              ٥ 
�

 
   

            BBBB  –   !	  =  ٥             –  �                   B =              !	�	 � ث/    وحدة 
  

            ،  ص
 /

 = ٣ – ٥ 
�

 
   

            BBBB   =               –  ٦   =             – ٣ × ٦  × !	�	 �  =   –  ( 		              ث                                        /    وحدة 

 

 ص
 

٥ 

 دقيقة/ متر٦= 
 ء
 ننننء 

 صء 

 ؟=  ننننء 

 ء
 ننننء 

 صء 

 ننننء 

 صء 

 ننننء 
 صء 

 ننننء 

 المصباح

    مممم ٦

 ص 

    مممم ١.٨

 ء
   ث / مممم    ٧ –   ث / مممم    ٧+  ننننء 

 ص
 + ص 

١.٨ 

٦ 

 ء
 ننننء 

 صء 

 ننننء 
 صء 

 ننننء 

 صء 

 ننننء 

 صء 

 ننننء 
 ء
 ننننء 

 ء
 ننننء 

 ء
 ننننء 

 ء
 ننننء 

 ء
 ننننء 

صء 
/

 
 ننننء 

 ء
 ننننء 
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 تمـــــــــــــــارين 
  كان فإذا ، شكلھا على محافظة بالحرارة تتمدد   ٦٠ْ زواياه إحدى قياس معين شكل على معدنية صفيحة)  ١(

 سم  ٤  ضلعھا طول يكون عندما مساحتھا تزايد معدل أوجدف  ث / سم �	!  يساوي ضلعھا طول تزايد معدل      

سم ٨  سطحه مساحة في التغير معدل كان فإذا ، الحرارة بتأثير لجالث من مكعب يذوب)  �(
�

  معدل فأوجد  ث /

 سم � يساوي ضلعه طول يكون عندما ضلعه طول فىالتغير       

سم  ط ��  بمعدل الغاز منه يتسرب كروي بالون)  ٣(
  معدل يكون عندما البالون قطر طول أوجد  ، دقيقة/  ٣

 دقيقة / سم �	!  يساوي الونالب قطر نصف تناقص       

 عرضھا تزايد معدل كان فإذا ، بالحرارة تتمدد عرضھا أمثال خمسة يساوي طولھا الشكل مستطيلة صفيحة) ٤(

   محيطھاىث ، أوجد معدل التغير ف/سم �       

ط سم٩ يصب فيه الماء بمعدل   سم  ١٠إناء اسطواني الشكل طول قطر قاعدته يساوي   ) ٥(
٣

  وجدث ، أ  /
   سم  ٥  الماء ارتفاع يكون عندما ا/ناء ى تغير ارتفاع الماء ف معدل       

 ساعة ، ويسير آخر  / كم  ٥  بسرعة  مممم  إلى  اً ب  طريقان متعامدان ، يسير شخص متجھا من  مممم ،  ا مممم) ٦(

 شخصين عندما يكون المسافة بين ال معدل تغير ساعة ، أوجد/  كم٦ بسرعة ًمتجھا نحو  ب    مممممن        

 مممم    من كم  ٩والثاني على بعد            م م م م كم من �� zول على بعد       ا

   المنحنى على نقطة تتحرك) ٧(
�
 ث /سم � السيني ا/حداثي تغير معدل كان ما لحظة وعند   ٦= ص ٣  – 

 النقطة موضع أوجد  ،  ث/سم ٤  الصادي ا/حداثي تغير ومعدل        

  ث / سم  	 !  ستطي]ت من المعدن قاعدته مربعة الشكل فإذا كان طول ضلع القاعدة يزداد بمعدلمتوازي م)  ٨(

  معدل التغير في حجم متوازي المستطي]ت عندما يكون طولث   فاوجد / سم  �	!  ويزداد اDرتفاع بمعدل      

 سم  ٣سم  ، وطول اDرتفاع    ٤      ضلع القاعدة  

  عن سطح متر  ١٦ًث  في شارع مبتعدا عن مصباح على ارتفاع   /متر ٥ يسير بمعدل  متارأ ٦رجل طوله  )  ٩(

 اzرض ، أوجدي معدل تغير طول ظل الرجل       

  عن مممم    ٩ث في اتجاه قاعدة مصباح يرتفع  / مممم ٤سم يمشي على اzرض بسرعة   ١٨٠رجل طوله )  ١٠(

  من قاعدة مممم  ٥.٤ عن المصباح عندما يكون الرجل على بعد  معدل تغير بعد رأس الرجلأوجداzرض           

  المصباح         
   يرتكز بأحد طرفيه على أرض أفقية وبالطرف اpخر على حائط رأسي ، فإذا انزلق مممم  ٥سلم طوله  ) ١١(

 تكز على معدل ھبوط الطرف المر ث  فاحسب / مممم �	!  ًالطرف الم]مس ل�رض مبتعدا عن الحائط بمعدل        

  ٦٠ًْالحائط عندما يكون مائ] على اzرض بزاوية قياسھا          
  ل سم  فإذا كان طول ضلع الصفيحة يزداد �صفيحة على شكل مثلث متساوى اzض]ع طول ضلعه   )��(

 ث  أوجد معدل تزايد مساحة سطح الصفيحة / سم   /��  �[            بالتسخين بمعدل

)١٣ (Dول يتناقص ٦  سم  ،  ٨ ضلعى القائمة فى مثلث قائم الزاوية ھما  إذا كان طوzسم  و كان طول الضلع ا   

 دقيقة أوجد معدل تزايد مساحة سطح/   سم ١ ، و طول الضلع الثانى يزداد بمعدل   دقيقة / سم  	!        بمعدل  

 و الزمن الذى بعده تنعدم الزيادة   دقائق ٣        المثلث بعد  

 س و بعد/ كم  ��ًأبحرت سفينة من أحد الموانئ فى الساعة التاسعة صباحا متجھة نحو الغرب بسرعة )  ١٤(

  ْ  شمال الغرب  أوجد٦٠س فى إتجاه  /  كم ٤٠بسرعة           ساعة أبحرت سفينة أخرى من نفس الميناء 

ً   صباحا ١١معدل التباعد بين السفينتين الساعة   



 yahoo.com@a_shantory٢٠٠٧                                                      الشنتوريأحمد 

               للمرحلة الثانية من الثانوية العامةالتفاضل و التكامل                                                             

 م منحناھاسلوك الدالة و رس

  : تذكر ما يأتى

 إشارة المقدار الجبرى                 

 ا ) =  (د  : نبحث إشارة المقدار الجبرى 
�

   	�	�	�	� gggg، ب ، حـ         ا،      حـ + ب  + 

  :فى الحاDت اpتية 

Dالدالة الثابتة من الدرجة الصفرية " حـ ) = س ( د : صفر     فإن = ب =  اإذا كان  : أو " 

   	�	�	�	�   ggggھى نفس إشارة  حـ  لكل  ) (      تكون إشارة د 

   	�	�	�	�   ggggتكون موجبة  لكل  ) (إشارة د :    فإن ٣ ) = (د : إذا كانت  : ًفمث]

   	�	�	�	�   ggggتكون سالبة  لكل  ) (إشارة د :     فإن ٥ – ) = (د : إذا كانت         ، 

 "الدالة الخطية من الدرجة اzولى " حـ   + ب  ) =  ( د :صفر    فإن  =  ا: إذا كان  : ًثانيا
   –= صفر    عندما  س ) = (تكون د ) ١      (

  "معامل " ھى نفس إشارة ب  ) (تكون إشارة د ) �      (     

             

         

   – > أى عندما   [   ∞    ،       – ]  gggg      عندما  
    

    

 

  "معامل " ھى عكس إشارة ب  ) (تكون إشارة د ) ٣      (

 – <  أى عندما   [          –   ، ∞  – ]  gggg            عندما  
 

 :    فإ ن ٣ –س  ) = (د : إذا كانت : ًفمث] 

  ٣ =       أى عندما  ٠ = ٣ –         عندما    ٠ ) = (         د 
 ٣ > أى   عندما     [      ∞  ، ٣  ]  ggggموجبة عندما   ) (        ، تكون د 
    ٣ < أى  عندما     [     ٣  ، ∞  – ]  ggggسالبة  عندما  )  (        ، تكون د 

   ٣ – ٤ )  =  (د : المقدار  أبحث إشارة : تدريب 
 الحلـــــــــــــــــ

 ٠٠٠٠ =      أى عندما   ٠ = ٠٠٠٠        عندما    ٠ ) = (           د 

 ٠٠٠٠أى   عندما     [      ∞  ، ٠٠٠٠  ]  gggg عندما  ٠٠٠٠ ) (        ، تكون د 

    ٠٠٠٠أى  عندما     [     ٠٠٠٠  ، ∞  – ]  gggg  عندما ٠٠٠٠ )   (        ، تكون د

 

 ا ) = (د أى  صفر ≠ ا: إذا كان: ًثالثا
�

   "ن الدرجة الثانية الدالة التربيعية م"   حـ + ب + 

ب=         لمعرفة نوع جذرى ھذه الدالة نستخدم المميز 
�

  حـ  ا ٤ –
 فإن الجذرين غير حقيقين  " عدد سالب " صفر   <  المميز : إذا كان )  ١  (

معامل "   ا    لھا نفس إشارة   ) (             ، تكون د 
�

   	�	�	�	�   ggggلكل  "  

 "دالة D يقطع محور السينات منحنى ال            "  

  = ( (د : إذا كانت :  ً فمث]
�
 –   + ١  

  ٠  <  ٣ – = ١ × ١ × ٤ – ١=  المميز :            فإن 
          BBBB د  )  ( موجبة  لكل  gggg �	�	�	�	   

 = ( �  –  (أبحث إشارة الدالة  د  : تدريب
�
 –  ٣ 

 الحلــــــــــ

     ٠٠٠٠=            المميز 

        BBBB د  )  ( لكل ٠٠٠٠    gggg �	�	�	�	   

 

 عكس إشارة معامل س مثل إشارة معامل س  ∞  –  ∞

 ب
 حـ

 ب
 حـ

 ب
 حـ

 ب
 حـ

 ب
 حـ

 صفر

 ب      –
 حـ
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 "  ل" صفر  فإن الجذرين حقيقين متساويين ، بفرض أنه =  المميز : إذا كان ) �  (

 ل  =    عندما   ٠ )= (                   تكون د 

معامل "   ا    لھا نفس إشارة   ) (                  ، د 
�

 }  ل   { – 	�	�	�	�   ggggعندما  "  

 "منحنى الدالة  يقطع محور السينات فى نقطة واحدة             "                     

  = ( (د : إذا كانت : ًفمث] 
�
 –  ٨  + ١٦  

 )٤ – ) = ( (          فإن د 
 �

   "٠= Dحظ أن المميز " الجذران حقيقيان متساويان :   أى أن 

          BBBB د  ) =  ( عندما     ٠        = ٤    

 ،        BBBB د  )  (  تكون موجبة عندما  gggg �	�	�	�	 – }  ٤  {  

 –   ١٠ ) = (أبحث إشارة الدالة  د  :  تدريب
�
 –  �� 

 الحلــــــــــ

= (   –  )  (د          
�
 – ١٠  –  ��  ( = ٠٠٠٠٠ 

          BBBB د  ) =  ( عندما  ٠           = ٠٠٠٠   

    ،     BBBB د  )  (  عندما ٠٠٠٠تكون   gggg �	�	�	�	 – }  ٠٠٠٠ {  

 

 "عدد موجب " صفر   >  المميز : إذا كان )  ٣(
  "   ممممل ، "           فإن الجذرين حقيقين مختلفين بفرض أنھما  

  }ممممل ،   {  gggg   عندما ٠ ) = (        تكون د 

معامل "   ا    لھا عكس إشارة  ) (       ، د 
�

 [ م  م  م  م  ل ،  ]   ggggعندما  "  

معامل "   ا    لھا نفس إشارة  ) (       ، د 
�

 [ م  م  م  م  ل ،  ]  – 	�	�	�	�   ggggعندما  "  

 "منحنى الدالة  يقطع محور السينات فى نقطتين             "               

  = ( (د : ً فمث]
�
 –  ٥  + ٤  

  )  ٤ –  )( ١ –  ) = ((د :          فإن 

   "٠> Dحظ أن المميز " الجذران حقيقيان مختلفان :                  أى أن 

                  BBBB د  ) =  ( عندما  ٠           gggg } ٤ ، ١         { 

 [    ٤ ، ١ ]   ggggعندما         سالبة  )  (د                   ،  
 [    ٤ ، ١]  – 	�	�	�	�   ggggعندما        موجبة  )  (د                   ،  

 

 

 = ( (أبحث إشارة الدالة  د  : تدريب
�
 –  ٣  – ١٠  

 الحلــــــــــ

  )  ٠٠٠٠ )( ٠٠٠٠ ) = ( (د          

                  BBBB د  ) =  ( عندما  ٠           gggg } ٠٠٠٠         { 

 ٠٠٠٠   ggggعندما        ٠٠٠٠ )  (د                   ،  

 ٠٠٠٠   ggggعندما       ٠٠٠٠ )  (د     ،                

 

 

 

 

 

 

∞  –  ∞  

٤  ١  

 + + + + + + –  –  –  
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  : تزايد و تناقص الدوال

  : إستخدام المشتقة اzولى لدراسة التزايد و التناقص         

 ] :  ، با  [  قابلة ل�شتقاق فى  )(الدالة د  لتكن  :  :  :  : نظرية 

إذا كانت د]   ، با [تكون د متزايدة على     – ١        
/

)  (<صفر لكل  ال gggg    ] با ،  [    
إذا كانت د]   ، با [    تكون د متناقصة على – �         

/
) (    >     الصفر لكل gggg ] با ،  [ 

 : خطوات إيجاد فترات التزايد و التناقص لدالة * 

                                     نوجد المجال – ١ 

      نوجد النقاط الحرجة للدالة – � 

د إشارة ندرس    – ٣
/

)  (عداد و من ثم التعzرف على فترات التزايد و التناقص على خط ا 

 

 :  )١(مثال 

(   = (  د أوجد فترات التزايد و التناقص للدالة        
٣
 – ٣ 

�
 + ١  

 الحلـــــــــــــــــــ

    zنھا كثيرة حدود 	�	�	�	�  =مجال الدالة         

              د
/

) (  = ٣ 
�
 –  ٦   =  ٣  )  –  �(  

              د
/

) (  = عندما   ٠        = ٠  ،   = � 
              BBBB   د)([� ، ٠]    تناقصية فى  

  ]� ، ٠[  – 	�	�	�	�                 ، تزايدية فى   

 

 

 :  )�(مثال 

(   = (  د أوجد فترات التزايد و التناقص للدالة        
٤
 – ٤ 

٣
  +٣ 

 الحلـــــــــــــــــــ

    zنھا كثيرة حدود 	�	�	�	�  =مجال الدالة         

              د
/

) (  = ٤ 
٣
 –  �� 

�
  =  ٤ 

�
 )  –  ٣(  

              د
/

) (  = عندما   ٠        = ٠  ،    =٣ 
               

 

 

 : يكون  [   ∞ ، ٣]    gggg             عندما   

د              
/

) ( +  =  ×        + د: أى أن
/

) ( < ٠  
BBBB                                                                                                                                                   د)(  [   ∞ ، ٣]   تزايدية فى  

د:  يكون  [        ٣ ، ٠  ]  gggg              ، عندما   
/

) ( +  =  ×– =  –   د: أى أن
/

) ( > ٠ 

د:  يكون  [   ٣ ، ∞ –  ]  gggg                ، عندما   
/

) ( +  =  ×– =  –   د: أى أن
/

) (>  

BBBB                                                                                                                                           د)([   ٣ ، ∞ –]     تناقصية فى  

 

 

 

 

∞  –  ∞  

٠  � 

 + + +
+  

 + + +
+  

–  –  –  

∞  –  ∞  

٣  ٠ 

 + + +
+  

– – –  

+  

–  –  –  

 
د
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  : ة للدالة النقط الحرج

 :    إذا كانت تحقق أحد الشرطين )(د   نقطة حرجة للدالة  ١       يقال أن  

  د– ١                
/
 )لھا وجود   و تساوى  الصفر ) ١   

  د– �                
/

) غير موجودة  ) ١   

 

 :  )١(مثال 

 =   )(د  أوجد النقط الحرجة للدالة        
 الحلـــــــــــــــــــ

             AAAA   ١ –(د  = ) ١ –(د
+
١ –(د  =  ) 

– 
 (  = ٠    

             BBBB   د)(     متصلة عند =  – ١ 

 ،           AAAA  د
/
 ١ – <      عندما    ١  = ) ١ –( 

د             ،  
/
 ١ – >    عندما    � –  = ) ١ –( 

             BBBB  د
/
 غير موجودة   ) ١ –( 

             BBBB    = – نقطة حرجة للدالة ١     
  

 

             BBBB   د
/

) (   = 

 

 

 ،           AAAA  د
/

) (   =عندما  ٠           �  =  أى عندما    ٠           =  ٠                

             BBBB    = نقطة حرجة للدالة  أيضا٠      ً

             BBBB النقط الحرجة للدالة ھى       : = – ١     ،     =  ٠                

  
 

 :  )�(مثال 

  :�: –: #(  =   #](د  أوجد النقط الحرجة للدالة        
 الحلـــــــــــــــــــ

             AAAA   د)(  =  )  
٣
 – ٨(  

!	�
             

             BBBB  د
/

) (    =!	�   )
٣
 – ٨(  

@	�  
 ×٣ 

�
     =               ،                    ≠  � 

 

 ،           AAAA  د
/

) (   =عندما  ٠           
�
                ٠  =         أى عندما      ٠=  

             BBBB    = نقطة حرجة للدالة  ٠      

 ،           AAAA  د
/

) (   غير معرفة عند  =  �                 

             BBBB    = �   
             BBBB النقط الحرجة للدالة ھى       :  = ٠     ،    =   � 

 

 

 

   
�
 – ١ ،              <  – ١  

    +  ١           ،      – ١  

   �   ،                  <  – ١  

 ١ –  = ر موجودة        ،      غي
      ١                  ،      > – ١  

 


�

 

 #] ):#:: :– :� :(
 
:

�
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  :  لدالة) � �  (و الصغرى المحلية ) � � ( المحلية مىالقيم العظ
  صغرى أو عظمى قيمة تأخذ    )(د   وكانت   ]   ، با [ على معرفة   )(د   الدالة كانت إذا           

د  وكانت   ]   ، با [ g  حـ  عند             
/

د    :  فإن   موجودة  ) حـ  (
/

 صفر=  )  حـ   (
  

�  (و الصغرى المحلية ) � � ( المحلية القيم العظمى مشتقات لبحثإستخدام ال � (:  

  : الخطوات

دنوجد  المشتقة اzولى  •
/

) ( 

د ♣ نوجد النقط الحرجة للدالة  د   وھي النقط التي تجعل    •
/

) (  =د ♣  أو   ٠ 
/

) (غير موجودة   

 }لمجال الدالة  g أنھا تأكديجب اليجادھا إبعد {         
  نعين نوع النقطة الحرجة●     

 (       وبفرض أن  
٠
 ( د ، 

٠
  توجد طريقتين لتعيين نوعھا...  نقطة حرجة للدالة د ) ) 

 

  : المشتقة اzولى) ١(

د:    إذا كان – ١      
/

) (  لقيم  ٠   على يسار  
٠

  مباشرة

د                       ، 
/

) (  لقيم  ٠   على يمين  
٠

  مباشرة

 :              فإن      
٠

                      ) � � (  نقطة عندھا قيمة عظمى محلية  

د:    إذا كان – �      
/

) (  لقيم  ٠   على يسار  
٠

  مباشرة

د                       ، 
/

) (   لقيم  ٠   على يمين  
٠

  مباشرة

 :              فإن      
٠

� ( عندھا قيمة صغرى محلية    نقطة � (                      

  : Dحظ ما يأتى

    

  :أخرى حاDت         

    

 

  : ثانيةالمشتقة ال) �(

   عند الثانية المشتقة قيمة ايجاد         
٠

 :  فإذا كانت " الحرجة للنقطة السيني ا/حداثي "  

د        * 
//

)  
٠
 (   <٠     ) 

٠
 ( د ، 

٠
� (  صغرى محليةنقطة  ) )  � (                      

د        * 
//

)  
٠
 (   >٠  )    

٠
 ( د ، 

٠
                      ) � � (   عظمى محليةنقطة ) )  

د        * 
//

)  
٠
  للمشتقة اzولى نرجع     ...   ∞    أو     ٠ =  ) 
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 :  )١(مثال 

(   = (  د  للدالة نقط القيم العظمى المحلية و الصغرى المحليةد أوج       
٤
 –  ١٨ 

�
  

 الحلـــــــــــــــــــ

            AAAA  د )(   = 
٤
 –  ١٨ 

�
 

            BBBB  د
/

) ( =  ٤ 
٣

  –  ٣٦  = ٤ )  
�

–  ٩ = ( ٤ )  
 

 + ٣(  ) 
 

–  ٣(  

            BBBB  د
//

)  
 
( = ��  

�
–  ٣٦   

د            ،  
/

) ( =  عندما       ٠     = ٠       ،         = ٣      ،          = – ٣  

            AAAA  د
//

)  ٠ 
 
( = –  ٠ < ٣٦                       BBBB   = نقطة للدالة عندھا قيمة عظمى محلية      ٠        

            AAAA  د
//

)  ٣ 
 
(  = ٣٦  – ١٠٨ = �  <٠      BBBB   = نقطة للدالة عندھا قيمة صغرى محلية            ٣  

            AAAA  د
//

) – ٣٦  – ١٠٨ = ) ٣ = �  <٠      BBBB   = – نقطة للدالة عندھا قيمة صغرى محلية         ٣  

 

 :  )�(مثال 

 ٣ =  )(  د  للدالة نقط القيم العظمى المحلية و الصغرى المحليةأوجد        
٤
 –  ٤ 

٣
 

 الحلـــــــــــــــــــ

            AAAA  د )(   = ٣ 
٤
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٣
 

            BBBB  د
/

) ( =  �� 
٣
 –  ��  

�
  = ��  

�
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            BBBB  د
//
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�
 – ��  

            AAAA  د
/

) (=   عندما     ٠       = ١      ،         = ٠       

    ١ =                عندما     

د              
//

)  ١ 
 
( = ٠>   ��  =    ��  – ٣٦          

                   BBBB               = نقطة للدالة عندھا قيمة صغرى محلية   ١       

                 ٠ =              ،  عندما     

د             ،  
//

)  ٠ 
 
(=  ٠             

            BBBB يصلح ھذا ا/ختبار و نبحث إشارة D  د
/

) ( على يسار و يمين    = ٠        

د      :    ٠ <               عندما 
/

) (   >٠  

د      :    ٠ >            ،  عندما 
/

) (   <٠  
          BBBB   = نقطة للدالة عندھا قيمة صغرى محلية      ٠        
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  : القيم العظمى و الصغرى المطلقة لدالة فى فترة مغلقة

 : فإن    ]   ، با [ على معرفة   )(د   الدالة كانت إذا               

  القيمة العظمى المطلقة لھا فى ھذه الفترة ھى أكبر قيمة فى مجموعة قيم الدالة *                

 ة لھا فى ھذه الفترة ھى أصغر قيمة فى مجموعة قيم الدالة  القيمة الصغرى المطلق*                

  :  الخطوات

 نوجد المشتقة اzولى  •

 صفر    و تنتمى للفترة المعطاه=  نعين النقط التى عندھا المشتقة اzولى  •

 نعين النقط التى عنده المشتقة غير موجودة و تنتمى للفترة المعطاه •

 و كذا قيم الدالة عند طرفى ًا عليھا جميعا فى الخطوتين السابقتين  حصلنقيم الدالة عند النقط التىنوجد  •

 الفترة المعطاه

 نوجد أكبر قيمة فى مجموعة القيم السابقة فتكون ھى القيمة العظمى المطلقة للدالة فى الفترة المعطاه  •

 لدالة فى الفترة المعطاه        و نوجد أصغر قيمة فى مجموعة القيم السابقة فتكون ھى القيمة الصغرى المطلقة ل
   

 :  )١(مثال 

 : للدالة القيمة العظمى المطلقة و الصغرى المطلقةأوجد        

  =  ( (  د       
٤
 – � 

�
  ] � ، ٣  –[     فى        ١ + 

 الحلـــــــــــــــــــ

            AAAA  د )(   = 
٤
 – � 

�
 + ١    

            BBBB  د
/

) (=    ٤ 
٣ 

–  ٤  = ٤  )  
�
 – ١ (  =٤   ) 

 
– ١(   ) + ١(  

            AAAA  د
/

) (=    عندما   ٠       = ٠       ،         = ١      ،          = – ١ 
                  و جميعھا تنتمى للفترة المعطاه 

  ٠ ) = ١ –(      ،     د      ٠ ) = ١(    ،       د              ١ ) = ٠(   د             
  ٩ ) = � (          ،       د  ٦٤ ) = ٣  –(              د 

            BBBB و تبلغھا الدالة عند   ٦٤=   القيمة العظمى المطلقة   = –  ٣         

 ١ –=           أو      ١ =    و تبلغھا الدالة عند   ٠=             ،  القيمة الصغرى المطلقة 
 :  )�(مثال 

   – ٣)  =  (د  : للدالة القيمة العظمى المطلقة و الصغرى المطلقةأوجد        
 

  ] ٣،  ٠ [   فى   ١ –

 الحلـــــــــــــــــــ
   

 )  =  (د              

 

 ،           AAAA  د
/
د       ،      <      عندما    ١  = ) ١ ( 

/
 ١  >       عندما ١ –  = ) ١ ( 

             BBBB  د
/
 غير موجودة   ) ١ ( 

  

 

             BBBB   د
/

) (   = 

 

             BBBB      =   نقطة حرجة للدالة ١ gggg    ]٣،  ٠ [                    

  ١) =  ٣(           ،     د ٣ ) = ١(                 ،       د � ) = ٠(               د 

            BBBB و تبلغھا الدالة عند   ٣=   القيمة العظمى المطلقة     = ١         

 ٣ =     و تبلغھا الدالة عند   ١=             ،  القيمة الصغرى المطلقة 
 

 

   ٤ –   ،                ١  
    +  �           ،    >  ١  

   – ١    ،                  <   ١  
 ١   =    غير موجودة        ،   

      ١                  ،      >  ١  
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  : تطبيقات على القيم العظمى و الصغرى المطلقة

 حصول على أكبر قيمة أو أصغر قيمة           ھى مشك]ت حياتية تصاغ فى قالب رياضى يكون الھدف منھا ال

   ألخ ٠٠٠٠            لمتغير ما مثل الحصول على أكبر ربح أو أكبر مساحة أو أقل تكلفة أو أقل حجم 

  : الخطوات

 " المستقل "  نعبر عن المتغير المراد إيجاد أكبر قيمة أو أصغر قيمة له كدالة فى متغير واحد آخر )١(

 ات المسألة و ذلك با/ستعانة بمعطي

  نحدد مجال المتغير المستقل فيكون ھو الفترة المراد إيجاد القيمة العظمى المطلقة أة الصغرى  )�(              

                    المطلقة فيھا

 النقط الحرجة للدالة و التى تنتمى للفترة السابقة نوجد )٣(              

 عند النقط الحرجة السابقة و عند طرفى الفترة لمعرفة القيمة العظمى المطلقة نوجد قيم الدالة )٤(              

                     أو القيمة الصغرى المطلقة 

  :م]حظات

  صحيح غير العكس ولكن محلية صغرى أو عظمى قيمة تكون مطلقة صغرى أو عظمى قيمة كل● 
  صغرى أو عظمى قيمة من أكثر للدالة يكون أن يمكن لكن  ،  وحيدة تكون المطلقة الصغرى أو العظمى القيمة● 
  محلية     
  المطلقة الصغرى القيمة   المطلقة العظمى القيمة  ًدائما● 
 المحلية الصغرى القيمة  > المحلية العظمة القيمة   :تكون أن الضروري من ليس لكن    

   

 :  )١(مثال 

مس١٨٠٠ متوازى مستطي]ت حجمه             
٣

 بعاد المتوازى إوجد  أ٣:  �    والنسبة بين طولى ضلعى قاعدته

    اقل ما يمكن تكون  مساحتهلكى             

 الحلـــــــــــــــــــ

           AAAA             ٣:  �=  النسبة بين طولى ضلعى قاعدة متوازى المستطي]ت 

           BBBB  نفرض أن أبعاد متوازى المستطي]ت ھى :� ،  ٣     ،  مممم=    ، مساحته حححح= ع      ، حجمه    

           AAAA   ١٨٠٠ = ح ح ح ح                                  BBBB  �   ×٣ ×   ١٨٠٠= ع 

           BBBB ع             = 
  

          AAAA مممم   =�)  �  × ٣  + ٣  × ع + �  × ٦  (� =  ) ع 
�
 + ٥  ع (                 

 ع:  بالتعويض عن           

          BBBB  مممم   =�� 
�
  +١٠            ×  =�� 

�
 +  

 

مممم              
/
   =��  –                       

 

مممم              
//
   =�� +  

 

مممم              
/
 ��             عندما   ٠=   

٣
      ٥ =           أى عندما     ٣٠٠٠=  

             A مممم
//

      ٥ =     عندما  ٠ > 

             B   = تجعل المساحة أقل ما يمكن  ٥     

              BBBB بعاد ھىzسم ��  سم      ،      ١٥  سم      ،    ١٠:    ا  

 

٣٠٠ 


�

 

٣٠٠ 


�

 

٣٠٠٠ 
 

٣٠٠٠ 


�

 

٦٠٠٠ 


٣
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 :  )�(مثال 

 ة وحد٨٠٠ً جنيھا فى كل وحدة منتجة إذا كان إنتاجه اzسبوعى ��وجد أحد المصانع أنه يكسب       

       فإذا زاد ا/نتاج عن ھذا العدد فإن الربح يقل قرشين عن كل وحدة  أوجد عدد الوحدات التى ينتجھا

       المصنع فى اzسبوع ليحقق أكبر ربح ممكن 
 الحلـــــــــــــــــــ

ً ص    جنيھا=    وحدة         ،     الربح =              نفرض أن عدد الوحدات الزائدة 

            BBBB ٨٠٠= (   ص + ) ( ��  – ٠.٠�  =  ( ٤ + ١٦٠٠٠  – ٠.٠� 
�

 

             BBBB ص
/

  = ٠.٠٤ – ٤                ،                     ص
//

  = – ٠.٠٤ 

ص             ، 
/

    ١٠٠ =                                          عندما         ٠ =  

             BBBB    الربح يكون أكبر ما يمكن عندما = ١٠٠  
             BBBB وحدة ٩٠٠ = ١٠٠ + ٨٠٠=   عدد الوحدات الذى يحقق أكبر ربح ممكن     

 

 :  )٣(مثال 

  ، و ثنى الثانى   سم قسم إلى جزئين ثنى اzول على شكل مستطيل طوله ضعف عرضه ٦٨سلك طوله             
 جد عرض المستطيل بحيث يكون مجموع مساحتى الشكلين أصغر ما يمكن            على شكل مربع أو

 الحلـــــــــــــــــــ

   سم  �=   طوله BBBB  سم           =            نفرض أن عرض المستطيل 

           BBBB محيط المستطيل   =�)  + �  (  =٦  

           BBBB  ٦ – ٦٨=   محيط المربع   
   

           BBBB ١٧                    =  =   طول ضلع المربع –    #	             سم   

 

           BBBB   مممم( مجموع مساحتى الشكلين = (   ×  �  )  +   ١٧ –    #	  (  
 �

         

           BBBB  مممم  = � 
�

  )   +  ١٧ –    #	  (  
 �

         

           BBBB  مممم
/
   =٤  + �  ) ١٧ –    #	   (   ×–    #	   

  =                   ٤   –  ٥١  +   (	�   

   =                    &	!	     –  ٥١ 

 

مممم              
//

   =  &	!	 <   ٠    

           AAAA  مممم
/
  ٦ =                      عندما           ٠=   

 

           BBBBكون أصغر ما يمكن    عندما             مجموع مساحتى الشكلين ت   = ٦ 
 

 

 

٦ – ٦٨  
     ٤ 
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 : التحدب و نقط ا/نق]ب
 : تعريف
  :يكون  د  الدالة منحنى فإن     [ ، با]   في ل]شتقاق وقابلة   ]   ، با [ في متصلة  د  الدالة كانت إذا      

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 
   

دبحث تحدب منحنى الدالة خطوات 
 
) " ( بلة ل�شتقاق حتى المشتقة الثانية فا"   : 

نوجد د) ١                  (
//

) (   

نوجد مجموعة حل د) �                  (
//

) (   فنحصل على مناطق التحدب إلى أعلى ٠  

نوجد مجموعة حل د         ،              
//

) (   فنحصل على مناطق التحدب إلى أسفل ٠  
 ( أنوبفرض   

٠
 ( د ، 

٠
  بدراسة التقعر حول  لدالةلـنقطة حرجة   ) ) 

٠
 :تظھر الحاDت التالية  

    

 

دب للدالة خطوات تعيين نقط ا/نق]
 
) " (  فابلة ل�شتقاق حتى المشتقة الثانية"   : 

دنوجد   ●      
/

) (    ،د
//

) (  د  ثم نحل المعادلة
//

) ( = ٠      

دنبحث إشارة  ●       
//

) ( كل نقطة من النقط السابقة بحيث تنتمى ھذه النقط لمجال " مباشرة "  قبل و بعد 

   :            الدالة فيكون 

د) ١                  (
//

) (  تتغير إشارتھا قبل و بعد ھذه النقطة فتكون ھذه النقطة  نقطة إنق]ب 

د) �                  (
//

) (  تتغي Dر إشارتھا قبل و بعد ھذه النقطة ف] تكون ھذه النقطة نقطة إنق]ب 

 :  )١(مثال 

 كان إذا]   ، با [ في zسفلً حدبام
 ھذه في مماساته أسفل يقع المنحنى
 الفترة

 

 كان إذا ]   ، با [ في zعلىً حدبام
 ھذه في مماساته فوق يقع المنحنى
 الفترة

 

�   !" 

#$ 

  � !" 

#$ 

 :  نظرية

د  كانت إذا ● 
//

)  
 
 الفترة ھذه في zعلىً حدبام يكون المنحنى فإن   [ ، با]  ىف ٠ < )

د  كانت إذا ● 
//

)  
 
 الفترة ھذه في zسفلً حدبام يكون المنحنى فإن   [ ، با] ى ف ٠ >  )

  نبحث إشارة المشتقة الثانيةحدبلدراسة الت

 من منحن تفصل بين مناطق التحدب إلى أسفل و مناطق التحدب zعلى ھي النقطة التي   :نقطة اDنق]ب 

 	 + 

�  
 

 � ��  
 + 	 

�  
 

� �� 

 + + 

�  
 

 

�� �� 
 	 	 

�  
 

 

� � 

}�  
 & '}�  
{{  ���� ����� }�  
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 "إن وجدت "             أوجد مناطق التحدب إلى أعلى و مناطق التحدب إلى أسفل و نقط ا/نق]ب 

   =  ((د  :             للدالة 
٣
 – ٣ 

�
 

 الحلـــــــــــــــــــ

           AAAA   د) =  (  
٣
 – ٣ 

�
 

           BBBB  د
/

) ( =   ٣ 
�
 – ٦  

د           ،   
//

) (  =  ٦  – ٦ = ٦ )   –  ١  (  

د           ،   
//

) (  =  عندما    ٠               = ١     

د               تكون     ١ <            عندما    
//

) (  >  ٠                 

           BBBB    ًمنحنى الدالة يكون محدبا إلى أعلى عندما > [         ١  ،  ∞ –]         أى فى المنطقة   ١  

د               تكون     ١ >            عندما    
//

) (  <  ٠                 

           BBBB  منحنى الدالة يكون محدبا إلى أسفل عندما  ً < [          ∞  ،  ١  ]       أى فى المنطقة   ١  

  ،          AAAA  المنحنى يتغير تحدبه قبل و بعد   = ١     

           BBBB  عند   = توجد نقطة إنق]ب ١     

  ،          AAAA ١(   د = ( ٣ – ١ = �                      B )   نقطة إنق]ب  )  � ، ١ 

 

 :  )�(مثال 

 "إن وجدت "  أعلى و مناطق التحدب إلى أسفل و نقط ا/نق]ب             أوجد مناطق التحدب إلى

   =  ((د  :             للدالة 
٤
 – �� 

�
  +٤  

 الحلـــــــــــــــــــ

           AAAA   د)   =  (
٤
 – �� 

�
  +٤ 

           BBBB  د
/

) ( =   ٤ 
٣
 – ٤٨  

د           ،   
//

) (  =  �� 
�
 – ٤٨ 

  =                            �� ) 
�
 –  ٤(  

  =                            �� ) 
 

–  �  ) (
 

+ � ( 

د           ،   
//

) (  =  عندما    ٠               = �        ،              = 
 

– �               

د:    فإن                              � – <             عندما    
//

) (  <  ٠                              

           BBBB   منحنى الدالة يكون محدبا إلى أسفل  فى  ً  [– ∞  ،  – � ]          

د:                          فإن � <  <  � –          ، عندما  
//

) (  > ٠                               

           BBBB   منحنى الدالة يكون محدبا إلى أعلى فى  ً [– �   ،  �  ]  

د:                                فإن  �  >            ، عندما    
//

) (  <  ٠                              

           BBBB   منحنى الدالة يكون محدبا إلى أسفل  فى  ً  [� ،  ∞         ]  

 

 :  )٣(مثال 

 "إن وجدت "             أوجد مناطق التحدب إلى أعلى و مناطق التحدب إلى أسفل و نقط ا/نق]ب 

 )١  –    =  ( )(د  :             للدالة 
٤ 
 
 
  

 الحلـــــــــــــــــــ

١ 

٠ 

– ∞   
+  +  + + 

 
 –  –  –  – 

 )  (د   

د
//

) (   

∞   

∞  –  ∞  

– � � 

 + + +
+  

–  –  –  

د
 
)( 

د
//

) (   

 + + +
+  

٠  ٠  



 yahoo.com@a_shantory٢٠٠٧                                                      الشنتوريأحمد 

               للمرحلة الثانية من الثانوية العامةالتفاضل و التكامل                                                             

            AAAA    د)  =  ( )  –  ١( 
٤ 
 
 
  

           BBBB  د
/

) ( =   ٤ )    –  ١( 
٣ 
 
 
د               ،      

//
) (  =  ��  )  –  ١( 

 �
 

           AAAA   د
//

) (  =  ��  )  –  ١( 
 �

   لكل قيم               ٠   gggg  �	�	�	�	  

           BBBB   منحنى الدالة يكون محدبا إلى أسفل  فى  ً�	�	�	�	  

د           ،   
//

) (  =  عندما    ٠            = ١        

        zنه D يغير تحدبه ١ = المنحنى ليس له نقطة إنق]ب   عندما               

 :  )٤(مثال 

 ا=  ص :    ،  ب  ،  حـ  ،  ء  بحيث يكون للمنحنى اعين قيم              
٣ 

ب  + 
�

 ء  + حـ  + 
 ) ٠ ، ١( ،  نقطة إنق]ب عند )   � ، ٠( مماس أفقى  عند             

 
 
 
  

 ـــــــــــــــالحلــــ

           AAAA   )تقع على المنحنى )   � ، ٠       BBBB عندما   �=      ص    =  ٠              BBBB ء     = � 
  ،       AAAA   )٠ ، ١ ( 

 
 
 
 تقع على المنحنى  

          BBBB عندما   ٠=      ص    =  ١              BBBB   ء +   حـ  + ب +   ا =  ٠ 

  ،       AAAA    ء  = � 
          BBBB    حـ  + ب +   ا =  ٠   +�                 BBBB   ١             (           �  –=   حـ  + ب +   ا ( 

  ،       AAAA    ا=  ص 
٣ 

ب  + 
�

 ء +  حـ  + 

          BBBB    ص
/

 ا ٣ =  
�

ص           ،       حـ + ب  �  + 
//

 ب � +  ا ٦ =  

  ،       AAAAأفقى )   � ، ٠( لمماس عند     ا       BBBB    ص
/

  ٠=     حـ BBBB        ٠ =    عند    ٠ =  

  ،       AAAA    )٠ ، ١ ( 
 
 
 
ص   BBBB             نقطة إنق]ب 

//
 ١ =     عند   ٠ =  

          BBBB   ا  ٣  –=  ب :                       أى أن ٠ = ب �  + ا ٦)                  �( 
                      ١=   ا:         منھا ينتج            �  – = ٠  + ا  ٣  –   ا:    ينتج ) ١(        بالتعويض فى   

   ٣  –=  ب :                 ينتج ) �(          بالتعويض فى 

 

  :  الدوالرسم منحنيات

 : نتبع الخطوالت اpتية " الثالثة فأقل كثيرة حدود من الدرجة " )  (د        لرسم منحنى الدالة  

دنوجد    – ١       
/

) (    ،د
//

) (   

د  نستخدم  – �       
/

) ( فى تعيين   : 

  مناطق التزايد حيث  د–   ا             
/

) ( <  مناطق التناقص حيث  د٠  ،   
/

) ( >  ٠ 

دحيث  " إن وجدت  "  القيم العظمى و الصغرى المحلية  نقط–  ب            
/

) ( =  ٠  

د  نستخدم – ٣       
//

) ( فى تعيين   : 

  مناطق التحدب إلى أعلى حيث د–   ا             
//

) ( >  د  ،  مناطف التحدب إلى أسفل حيث ٠
//

) ( <  ٠ 

د حيث " إن وجدت " نقط ا/نق]ب   –             ب 
//

) ( =  ٠ 
 : لنقط المساعدة على الرسم مثل ا  نعين بعض – ٤       

 " إن أمكن    " ٠= )  (د نقط تقاطع المنحخنى مع محور السينات بحل المعادلة    –   ا             

  ) )٠(  ، د ٠(    أى ٠ =                      و نقط تقاطع المنحنى مع محور الصادات بوضع 

  )( بأى قيمة و إيجاد د يض عن بعض النقط اzخرى بالتعو  –             ب 

 ً  ترتيب النقط السابقة فى جدول و تمثيلھا بيانيا و توصيلھا  – ٥       
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 : مثال 

ًأرسم شك] عاما لمنحنى الدال               )٣ –   (  =  ) (د :  ً
 �

  
 الحلـــــــــــــــــــ
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�
  + ٩  

د          
/

) (=    ٣ 
�
 – ��  + ٣ = ٩ )  – ١ ) (  – ٣ (   

د          
//

) (=    ٦   – ��  =٦ )  – �(  

 : التزايد و التناقص و نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية *  

           د
/

) (  =  عندما  ٠           = ١  ،   = ٣  

           د
/

) (>   ١           عندما  ٠  >  > ٣  
          BBBB [ ٣ ، ١]   د تناقصية فى  

           د
/

) ( <  عندما          ٠   > ١  ،   < ٣     

          BBBB  [ ١ ، ∞ –]  ،   [   ∞ ، ٣]   د تزايدية فى  كل من  

  ،          AAAAد  
//

) ١( =  – ٠ < ٦     BBBB ) ٤ ، ١ (  � �  

          ،  AAAAد  
//

) ٣(  =   ٠ > ٦      BBBB ) ٠ ، ٣ (  � � 
 : التحدب و نقط ا/نق]ب * 

          AAAAد  
//

) (=    عندما  ٠    = �   

          ،   د
//

) (>    عندما  ٠    > �   

           BBBB المنحنى محدب إلى أعلى فى   [– ∞ ، �]  

          ،   د
//

) (<    عندما  ٠     <�   

           BBBB المنحنى محدب إلى أسفل فى   [� ،  ∞]  

  ،          AAAA   المنحنى يتغير تحدبه  قبل و بعد = �   

          BBBB  )  �  ،  � (   نقطة إنق]ب 

 : نقط أخرى *  

 )٣ –  (     عندما ٠=  )  (د           
 �

 =٠ 
 ٣ = ،    ٠ = :                        أى عندما 

          BBBB )  نقط تقاطع المنحنى مع محور السينات  ) ٠ ، ٣( ،    )    ٠ ، ٠ 

  ،          AAAA ٤) = ٤(       ،    د ١٦ –) = ١–(  د  
          BBBB)  –  تقع على المنحنى  )  ٤ ، ٤( ،    )    ١٦ – ، ١ 
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 ــــارين تمـــــــــــ

 = ( (د : للدالة  د حيث )  ١(
٣
 – ٩ 

�
  +��   – ٤  

        Dعين فترات التزايد و التناقص للدالة  د : ًأو 

  ]٥ ، ١ –[  أوجد القيم العظمى و الصغرى المطلقة للدالة  د  فى : ً       ثانيا 

 = ( � (د :  حيث عين فترات التزايد و التناقص للدالة  د)  �(
٣

 + ٣ 
�
 – ��   – ١٨  

  ]� ، ٣ –[  القيم العظمى و الصغرى المطلقة للدالة  د  فى    أوجد       ثم 

 = ص :  أوجد نقط القيم العظمى و الصغرى المحلية و نقط ا/نق]ب للمنحنى )  ٣(
٣

– ��  + ٣  

� 	 = (  !(د :   للدالة  د  حيث )٤(
٣
 –  

�
 –  ٣  +  ٧     

 " إن وجدت " جد القيم العظمى و الصغرى المحلية و نقط ا/نق]ب أو       

 :للدالة " إن وجدت " دب إلى أعلى و مناطق التحدب إلى أسفل و نقط ا/نق]ب ح  أوجد مناطق الت)٥(

  = ( (       د 
٣
 – ٣ 

�
 – ��  +  ٤ 

 :للدالة " إن وجدت " نق]ب   أوجد مناطق التحدب إلى أعلى و مناطق التحدب إلى أسفل و نقط ا/)٦(

 = ( (       د 
٤
 – ٦ 

�
  

ً  أرسم شك] عاما لمنحنى الدالة )٧(  �=  ص : ً
٣
 + ٣ 

�
 – ��   – ٨   

ً  أرسم شك] عاما لمنحنى الدالة )٨(  )١  –   + �  ) (  =  (  ص : ً
 �

 

 ا=  ص :    ،  ب  ،  حـ  ،  ء  بحيث يكون للمنحنى ا  عين قيم  )٩(
٣ 

ب  + 
�

 ء +  حـ  + 
 ) ٤ ، ٠( ،  نقطة إنق]ب عند )   � ، ٠( ً            مماسا لمحور السينات  عند 

 
 
 
  

 ا=  ص :    ،  ب  ،  حـ  ،  ء  بحيث يكون للمنحنى ا  عين قيم  )١٠(
٣ 

ب  + 
�

 ء +  حـ  + 
 ) � – ، ١(  عند ،  نقطة إنق]ب)   ٤ – ، � (            نقطة صغرى محلية  عند 
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 :           الدالة    
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 : أوجد القيم العظمى و الصغرى المطلقة للدالة   )١٥(

 

  ]� ، � –[  فى                                                              ) =(د          

 

 ث يكون مجموع مربعاھا و ثانيھا ث]ثة أمثال أولھا أوجد ھذه اzعداد بحي٣٦ ث]ثة أعداد موجبة مجمعھا  )١٦(

          أصغر ما يمكن 

   :    أوجد نقطة المنحنى)١٧(
�

ص  –  
�

  ) ١ ، ٠(    بحيث تكون المسافة بينھا و بين النقطة     � = 

  أقل ما يمكن          

   ان   نافذة على ھيئة مستطيل يعلوه مثلث متساوى اzض]ع قاعدته ھى الضلع العلوى للمستطيل فإذا ك)١٨(

 ًمترا  فأوجد بعدى المستطيل عندما تكون مساحة النافذة أكبر ما يمكن   ��         محيط النافذة  

   سم  أثبت أنه عندما يكون مجموع مساحتى الشكلين أصغر ما يمكن ٦٠  مجموع محيطى دائرة و مربع )١٩(

 ً         يكون طول قطر الدائرة مساويا طول ضلع المربع

 يقعان على ) طرفا قاعدته العليا ( تقع قاعدته السفلى على محور السينات و رأساه اpخران يل   مستط)��(

  – ��= ص          المنحنى 
�

   أوجد مساحة سطحه إذا كانت أكبر ما يمكن 
 مربع كامل اzض]ع متصل به نصف دائرة فإذا كان مجموع مساحتيھما أقل سلك طوله  ل  ثنى على ھيئة   )��(

          ما يمكن فأوجد النسبة بين طول ضلع المربع ونصف قطر الدائرة  

ً   سم  إلى جزئين ثنى اzول ليكون مثلث متساوى اzض]ع و الثانى ليكون مستطي]٨٠ قسم سلك طوله   )��(

 ن           أحد بعديه يساوى طول ضلع المثلث أوجد طول ضلع المثلث الذى يجعل مجموع مساحتى الشكلي

            أكبر ما يمكن 

   سم  قطع من أركانھا اzربعة مربعات متساوية ٣٠قطعة من الورق المقوى على شكل مربع طول ضلعه   )��(

ً         ثم ثنيت أض]عھا لتكون صندوقا مفتوحا بين أن حجم الصندوق يكون أكبر ما يمكن عندما يكون عمقه ً 

   سم٥         

    ككككتساوى الساقين و قاعدته الصغرى تساوى طول كل من ساقيه المتساويين و تساوى  شبه منحرف م  )��(

       عندما تكون مساحته أكبر ما يمكن ك  ك  ك  ك    �         أثبت أن  طول قاعدته الكبرى تساوى 

   سم  أوجد طول نصف قطر قاعدته عندما تكون مساحته أكبر ما يمكن١٦قطاع دائرى محيطه    )��(

  ءا  سم  رسم مستقيم يمر بنقطة حـ  و يقطع  ٩=   سم  ،  ب حـ ٤=  ب اـ ء مستطيل فيه   ب حا  )��(

  ھـ و  ا ب   فى  و   أوجد أصغر مساحة للمثلث   ا           فى ھـ  ،  

)� إذا كان مجموع مساحتى سطح كرة و أسطوانة دائرية قائمة طول نصف قطر قاعدتھا يساوى طول نصف  )

 ط  سم ���ى ر الكرة  يساو         قط
�

    فأوجد طول نصف القطر إذا كان مجموع حجميھما أكبر ما يمكن 

  سم  صھر و حول إلى منشور ث]ثى قائم قاعدته مثلث متساوى اzض]ع ل   :::�  [#  حرفه مكعب طول   )��(

  ل  سم� ضلع القاعدة يساوى        أثبت أن مساحة سطح المنشور الكلية تكون أقل ما يمكن عندما يكون طول 

 ً جنيھا فى الساعة ٥٠  إذا كانت تكاليف إستھ]ك وقود لقاطرة يتناسب مع مربع سرعتھا و كانت التكلفة )��(

 ًجنيھا فى الساعة  ���بمبلغ س  كما كانت ھناك تكلفة إضافية تقدر /   كم ٥٠         عندما تكون السرعة 

 وجد سرعة القاطرة لتكون تكلفة الكيلو متر الواحد أقل ما يمكن           بصرف النظر عن سرعتھا أ
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 التكامــــــــــــــــل
  : تعريف

  قابلة ل�شتقاق عند كل نقطة فى مجالھا  ) (  دالة متصلة و أمكن إيجاد دالة  ت  ) (         إذا كانت  د 

ت:            بحيث 
 /

) (  =  د)(  فإن  : 
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ت:     إذا و فقط إذا كان ء  ) ( د �������� =  )(ت :            أى أن 
 /

) (  =  د)(    
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  :م]حظة 
                 ھى   إلى  أن مشتقة   ص   بالنسبةنعلم           

 

         BBBB  تكامل              بالنسبة إلى     ھو  ص    
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 تكامل يعض الدوال المثلثية 

                             ث   +     حتا –   =  ء       حا��������  *
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     ء  =    طا      +   ث                             

)ب  +  ا(   حا��������  *
    

)ب  +  ا(  حتا        –   =  ء    
    

                             ث   +  

)ب  +  ا(   حتا��������  *
    

)ب  +  ا(    حا       = ء    
    

                                     ث  +  

  قا��������  *
� 
)ب  +  ا( 

    
)ب  +  ا(    طا       = ء    

    
                             ث   +  

 ث   ثابت :                   حيث                                                                                   

  : البرھان

            ينتج مباشرة بإيجاد المشتقة اzولى للطرف اzيسر 

 

  : تذكر ما يأتى

حتا                    *
�

 + حا
�

 = ١    

طا + ١                    *
�
   =  قا

�
    

         حتا   حا � =           �حا                     *

  حتا=       �حتا                     *
�

   –  حا
�
     = � حتا

�
    –  حا �  – ١     =  ١

�
           

  

    =       �  طا                   *

 

 :  أمثلة 

  حا٣  (��������  )١       (
  

قا  ٥+ 
�

     ( ء  =  – حتا  ٣ 
  

 ث   +   طا ٥+
 

 

اح  � –            ات ح٥ ( ��������)  �(       
 

 ث +    حتا             �	* +   حتا             ١٥  =   ء )             

   

قا[  ��������  )٣       (
� 
 )  !	   + ٣ ( 

    
   ء  ) ]  ١ –  ٣( حتا +  

قا  �=                    
� 
 )  !	   + ٣ ( 

    
 ث +   ) ١ –  ٣(  حتا  �	!  + 

 حا ��������  )٤       (
  

  حا� ��������  	!  =    ء  حتا 
  

 �  حا ��������  	!  =  ء  حتا 
  

   ء 

 � حتا  �	!   –                                              =  
  

 ث  +  

حتا [ ��������  )٥       (
�
   +  حا   [   ء  =  ��������]   !	   ء   ]   حا +    	!+     �ا حت  

	!+    � حا  �	!                                             =                      – حتا     +   ث                             
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 "التطبيق الھندسى " بعض تطبيقات التكامل 
  ھى معادلة منحنى  )( د =  ص :  إذا كان 

ص =  ه   تقع علي)، ص   ( ميل المماس له عند أى نقطة :  فإن      
 /

د  =  
 /

) (                                

ص  ��������=    ص : و بالتالى تكون معادلته ھى 
 /
 د�������� =   )( د            أ؛    ء  

 /
) (    ء                               

 د أى نقطة معينة               و بذلك نحصل على معادلة عائلة من المنحنيات التى لھا نفس ميل المماس عن

                  ل�حداثى السينى 
               و تحديد أحد ھذه المنحنيات يتطلب إعطاء شرط إضافى كأن يمر المنحنى بنقطة معينة أو يقطع 

ً                 جزء معينا من أحد المحورين أو            ألخ ٠٠٠٠ً

 :  أمثلة 

(   يساوى )، ص  (  س لمنحنى دالة عند أى نقطة عليه إذا كان ميل المما  )١       (
� 
 –  �   – ٣  (   

 أوجد معادلة المنحنى  ) ٨ – ،  ٣(                و كان المنحنى يمر بالنقطة 

 الحلـــــــــــــــــ 

              AAAAد  
 /

)   =  (  )
� 
 –  �   – ٣  (   

              BBBB   د )(   = �������� ) 
� 
 –  �   – ء   )  ٣   =       !	�  

٣
 –  

�
 – ٣  +    ث 

              AAAA   ٨ – ،  ٣(  المنحنى يمر بالنقطة                      ( BBBB ١=    ث  

              BBBB د     :   معادلة المنحنى ھى )(     =  !	�  
٣
 –  

�
 – ٣  + ١     

                 
                     

 لھذا المنحنى قيمة : ب  و أن  +  ا:              =   إذا علم أن  )( د =  ص  أوجد الدالة  )  �(       

              

  ) ١ ، ١( و نقطة إنق]ب عند  ) ١ – ،  ٠(               صغرى محادلية عند 

 الحلـــــــــــــــــ 

             AAAA نقطة إنق]ب              )١ ، ١(   النقطة BBBB (             )   
 )١ ، ١( 

 = ٠  

 

             BBBB  ١              (٠= ب    +  ا ( 
 

 ا  	!     =   ء ) ب   +  ا  ( ��������                           = 
�
 ث                         +    ب   +  

 

             AAAA )  ة صغرى          نقطة قيم ) ١ – ،  ٠BBBB (             )  
 )١ – ،  ٠( 

 = ٠       BBBB  ٠=    ث 

 

             BBBB ص   =�������� )   !	 ا  
�
 ا  �	!     =   ء  )  ب   +  

٣
  +  !	 ب   

�
                         كككك+     

             AAAA ١ ، ١(   المنحنى يمر بالنقطة           ( BBBB   ١ –  =  كككك 

             BBBB ! =    ص	ا  � 
٣
  +  !	 ب   

�
  – ١  

              AAAA١ – ،  ٠(     المنحنى يمر بالنقطة     ( BBBB   ب ٣  + ا  =��           )�( 
  ٦=     ،   ب ٦ –  = ا:    ينتج )  �(،   )  ١(                من   

             BBBB ص    = 
٣
  + ٣  

�
  – ١ 
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   يعطى من )، ص  (   عند أى نقطة عليه   )( د =  ص إذا كان ميل المماس لمنحنى الدالة   )٣       (

 

 ًأوجد معادلة المنحنى علما بأنه يمر بنقطة اzصل              =                        :                الع]قة 
 

 الحلـــــــــــــــــ 

            AAAA=                                      
 

            BBBB  ��������  )   (  ��������=  ء ص   )  ١ –ص  � –  
  
                                  ء ) 

            BBBB    !	ص  
�

	!   –  �=    ص  –    
�

 ث     +  

             AAAAصل      المنحنى يمر بنقطةz٠ ،  ٠( ا     (  

            BBBB     ٠= ث  

            BBBB    !	ص  
�

	!   –  �=    ص  –    
�

    

BBBB  :                          أى أن  معادلة المنحنى ھى 
�

ص +  
�
 – ٤  –  �  ٠=  ص       

 

   يساوى)، ص  (   عند أى نقطة عليه   )( د =  ص إذا كان ميل المماس لمنحنى الدالة   )٤       (

قا (              
�

   + � حتا �   (  أوجد معادلة المنحنى علما بأنه يمر بالنقطة ً       )  ،– ١    (  

 الحلـــــــــــــــــ  

قا  ( ��������=                ص 
�

   + � حتا �   ( ء     =  طا  +   حا�   + ث 

             AAAA ١ –،  (         المنحنى يمر   (                   BBBB  – ث +  حا       +  طا        =  ١ 
 

            BBBB  – ث  +  ١ + ١ =  ١                            BBBB ٣  –=    ث  
            BBBB     طا =   ص :   معادلة المنحنى ھى  +   حا�   –  ٣     

 

  سم١٤٠٠وعاء سعته   )٥       (
٣
ًفارغا ثم صب فيه الماء تدريجيا كان   سم  ) ٥٠ + نننن �(   بمعدل ً

٣
 ث / 

  الزمن  أوجد الزمن ال]زم /مت]ء الوعاء نننن              حيث 

 الحلـــــــــــــــــ 
                         

 ٥٠ + نننن �                        =  
 

            BBBB    ن ن ن ن   = حححح
�

 ث    +  ن ن ن ن  ٥٠  + 

 ٠=    ث  BBBB          ٠ = نننن          ،      ٠ = حححح  :ً            عندما كان فارغا   فإن 

            BBBB    ن ن ن ن   = حححح
�

  ن ن ن ن  ٥٠  + 
           ١٤٠٠ = حححح            عندما يمتلئ   

            BBBB     ن ن ن ن
�

 ١٤٠٠ = ن ن ن ن  ٥٠  + 

            BBBB     ن ن ن ن
�

  ٠ = ١٤٠٠ – ن ن ن ن  ٥٠  + 

            BBBB     )  ٠ ) = ٧٠ + نننن) (  �� –ن  ن  ن  ن  

            BBBB       ن  ن  ن  ن =��   

            BBBB    ث  ��  ھو    الزمن ال]زم /مت]ء الوعاء  
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 تمـــــــــــــــارين 
 :   أوجد – ١

     )٥  ��������  )١  
�

 )  �  – ١( 
�

                                 ء    
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  و كان ميل المماس عند أى نقطة واقعة   )( د =  تقع على المنحنى  ص  ) ١ ، ٠(   إذا كانت النقطة – �

 (  ٣      عليه يساوى 
�

– �  – أوجد معادلة المنحنى   )٨  

  و كان ميل المماس عند أى نقطة واقعة   )( د =  تقع على المنحنى  ص  ) ٦ ، ١( إذا كانت النقطة   – ٣

 ٣(        عليه يساوى 
�

–  ٤  + أوجد معادلة المنحنى ثم أوجد معادلة المماس للمنحنى عند النقطة  ) ٥ 

       �ى       التى إحداثيھا السينى يساو

  و كان ميل المماس عند أى نقطة واقعة   )( د =  تقع على المنحنى  ص  ) �� ، ١(   إذا كانت النقطة – ٤

 أوجد معادلة المنحنى   )  /٨/+ / ��[(        عليه يساوى 

 واقعة   و كان ميل المماس عند أى نقطة  )( د =  تقع على المنحنى  ص  ) � ، ١(   إذا كانت النقطة – ٥

قا(        عليه يساوى 
�
  + حتا� 

�
    (  أوجد معادلة المنحنى 

  و كان ميل المماس عند أى نقطة واقعة   )( د =  تقع على المنحنى  ص  ) ٣،  (       إذا كانت النقطة – ٦
 

قا(        عليه يساوى 
�
 أوجد معادلة المنحنى  )    حتا  +       

 

  و كان ميل المماس عند أى نقطة واقعة   )( د =  تقع على المنحنى  ص )  ١، (      نقطة   إذا كانت ال– ٧
 
 

                   أوجد معادلة المنحنى       عليه يساوى   

 

  يعطى من الع]قة    )( د =    إذا كان ميل المماس المنحنى  ص – ٨
 

  ) ١ ، ٣( ادلة المنحنى و كذا معادلة المماس له عند النقطة       و كان المنحنى يمر بنقط اzصل أوجد مع

 عليه يساوى)  ، ص ( عند أى نقطة واقعة   )( د =    إذا كان ميل المماس المنحنى  ص – ٩

         )٣ 
�

–  ��  + أوجد معادلة المنحنى و عين القيم  ) ٤ ، ١( و كان المنحنى يمر بالنقطة  ) ٩ 

  الصغرى المحلية للدالة  د         العظمى و

  إذا كان  ص– ١٠
 /

 ) =   – ٣ ) (  +  ( د =  عند كل نقطة من نقط المنحنى ص  ) ١(  و كان  

 أوجد معادلة المنحنى  ثم عين مناطق التحدب إلى أعلى و مناطق  )  ٩ ، ٠(          المنحنى يمر بالنقطة 

 ق]ب إن وجدت          التحدب إلى اسفل و أوجد نقط ا/ن

  إذا كان  ص– ١١
//

 = ٦ )   – ( د =  عند كل نقطة من نقط المنحنى ص  ) ١(  و كان المنحنى يمر  

ًأرسم شك] عاما للمنحنى و أوجد معادلة العمودى للمنحنىأوجد معادلة المنحنى  ثم  )  ٩ ، ٠(           بالنقطة  ً 

 ًإحداثيھا السينى يساوى صفرا           عند النقطة الواقعة عليه و التى 

 عليه يساوى)  ، ص ( عند أى نقطة واقعة   )( د =    إذا كان ميل المماس المنحنى  ص – ��

 ا(         
�

 + ٥  – � (   ثابت و كان د احيث )و معادلة المنحنىا أوجد قيمة ٠) = �( ، د٨) = ٠  

  إذا كان  ص– ١٣
//

  و كان للمنحنى نقطة إنق]ب )( د = نقط المنحنى ص ب  عند كل نقطة من  +   ا = 

 أوجد معادلة المنحنى  ) ١  –  ، ٠( و نقطة صغرى محلية عند  ) � ، ١(           عند 

 و كان المماس عند  النقطة  ) � –  ٦( إذا كان معدل تغير ميل المماس لمنحنى عند أة نقطة عليه ھو   – ١٤

  أوجد معادلة المنحنى ٠= حـ  +   � –ًعة على المنحنى موازيا للمستقيم  ص الواق ) ١ ، ٣          ( 

سم  حححح  إذا كان معدل التغير فى الحجم – ١٥
٣

  لجسم من المعدن بالنسبة للزمن بالدقيقة تحت تأثير الحرارة يتعين

حححح           بالع]قة 
/

نننن ٠.٠٤٨ = 
٣
 ن ن ن ن٠.٠٦+     

�
        خين إذا علم أن  أوجد حجم الجسم عند ندء التسنننن ٠.٠٨ + 

 سم١٠١=           حجم الجسم 
٣

  عند الدقيقة الخامسة 
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