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القوى

تعريف القوة :- هى تأثير أحد الاجسام الطبيعية على جسم طبيعى أخر 

أنواع القوى :-

(1) قوى شد                                         (2) قوى ضغط 

(3) قوة وزن                                        (4) قوة رد فعل 

خواص القوة :- 
يتوقف تأثير القوة على 

1- مقدار القوة             2- أتجاه القوة                3- نقطة تأثير القوة 

أولا مقدار القوة 
هو مقدار ما تحتويه من وحدات القوة وأهم هذه الوحدات 

النيوتن – الداين – ث كجم – ث جم [ النيوتن = 10 5 داين ] [ ث كجم = 1000 ث جم]

ثانيا أتجاه القوة :-
يتحدد بقياس الزاوية القطبية لمتجه القوة 

ثالثا نقطة التأثير وخط عملها :-
لكل قوة نقطة تؤثر فيها وخط عمل تعمل فيه 

قاعدة أتزان جسم تحت تأثير قوتين 

لكى يتزن جسم تحت تأثير قوتين يجب أن تكونان متساويتان فى المقدار ومتضادتان فى الاتجاه [ وبالتالى تكون محصلة القوتين = صفر ]
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تعريف المحصلة:- 
هى القوة التى تحدث نفس التأثير الذى تحدثة عدة قوى على الجسم 
تعيين المحصلة :- 

لتعيين المحصلة تعيينا تأما يجب تعين مقدارها وأتجاهها وتوجد طريقتان 
(1) الطريقة البيانية :-

[image: image3.bmp][image: image4.bmp]  إذا أمكن تمثيل قوتان بضلعين متجاورين من أضلاع متوازى أضلاع خارجين من نقطة واحدة تمثيلا تاما فان محصلتهما تمثل مقدارا وأتجاها بقطر متوازى الاضلاع الخارج من نفس النقطة 
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               قوتان مقدارهما 30، 40 ث جم تؤثران فى نقطة مادية وقياس الزاوية بينهما 
              110 ْ  أوجد بيانيا المحصلة والزاوية بين المحصلة والقوة الاولى 


بعمل مقياس رسم 1سم لكل 10 ث جم 
و أ = 3سم ، و ب = 4سم 

ق( أ و ب ) = 110 

نكمل متوازى الاضلاع وبالقياس بالمسطرة نجد 

أن  و جـ = 4.2 سم 
( ح = 4.2 × 10 = 42 ث جم 

        ق( هـ ) = 66 ْ  

        

إذا كانت ق1 ، ق2 تؤثران فى جسم الزاوية 
بين خطى عملهما ى فان محصلتهما تتعين من

القانونيين 

تتعين المحصلة من القانون 

ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى 

ويتعين اتجاه المحصلة من القانون 

ظاهـ = ـــــــــــــــــــــــــ

حيث هـ الزاوية بين المحصلة والقوة الاولى    
            قوتان مقدارهما 8   3  ، 8 نيوتن تؤثران فى نقطة مادية وتحصران بينهما زاوية قياسها 
           150 ْ أوجد مقدار محصلتهما وقياس الزاوية التى تصنعها مع القوة الاولى
ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى = (8  3 )2 + (8)2 +2 × 8   3 × 8 جتا150
    = 64                         ح =   64 = 8 نيوتن  
ظاهـ = ــــــــــــــــــــــــ  =  ــــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ = ـــــــ
ق(هـ) = 30 ْ     المحصلة 8 نيوتن وتصنع زاوية قياسها 30 ْ مع القوة الاولى 

            
ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى = (5)2 + (5  2)2 + 2 × 5 × 5  2 جتا45
    = 125                       ح =   125 =  25 × 5 = 5   5     

ظاهـ = ــــــــــــــــــــــــ  =  ــــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ = ـــــ
ق(هـ) = 35 / 26 ْ ْ     المحصلة 5  5  نيوتن وتصنع زاوية قياسها 35 / 26 ْ مع القوة الاولى 


        قوتان مقدارهما 10 ، 10  3  نيوتن تؤثران فى قوة مادية فإذا كان مقدار محصلتهما 
           10 نيوتن فأوجد قياس الزاوية بين القوتين 

ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى                                جتاى = ــــــــــ = ـــــــ
(10)2 = (10)2 + (10   3 )2 + 2 × 10 × 10   3 جتاى 

100 = 100 + 300 + 200   3 جتاى                            ق(ى) = 150 ْ 
- 300 = 200  3 جتاى 
              قوتان مقدارهما 20 ، 10 ث كجم تؤثران فى نقطة مادية وقياس الزاوية بينهما
             120 ْ عين محصلتهما تعيينا تاما 
ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى= (20)2 + (10)2 + 2 × 20 × 10 جتا120 = 300

ح =  300  =   100 × 3  = 10  3  


ظاهـ = ــــــــــــــــــــــــــ  = ـــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــ = ــــ = ــــ
       ق ( هـ ) = 30 ْ 

المحصلة 10   3    وتصنع زاوية قياسها 30 مع القوة الاولى 

             قوتان مقارهما ق ،  3 ق نيوتن تؤثران فى نقطة مادية وكان مقدار المحصلة يساوى 2ق
             نيوتن أوجد قياس الزاوية بين القوتين 


ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى                  0 = 2  3 ق2 جتاى 
(2ق)2 = ق2 + (  3 ق)2 +2 ق ×  3 ق جتاى        جتاى = 0

4ق2 = ق2 + 3 ق2 + 2  3 ق2 جتاى                       ى = 90 ْ         

4ق2 = 4 ق2 + 2  3 ق2 جتاى 


            أوجد مقدار وأتجاه محصلة القوتين ق1 ، ق2 إذا كانت ق1 = 750 نيوتن ، ق2 = 500 

            نيوتن وكانت الزاوية بينهما 60 ْ
ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى =(750)2+(500)2 +2 × 750 × 500 جتا60  

     =1187500                  ح =    1187500 =  1089.72 

ظاهـ = ــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =               = 
ق ( هـ ) = 24/ 23 ْ 


           قوتان مقدارهما 4 ، ق نيوتن تؤثران فى نقطة مادية الزاوية بينهما 135 ْ إذا كان أتجاه 
           محصلتهما يميل بزاوية 45 ْ على القوة ق أوجد ق 

ق1 = ق     ، ق2 = 4     ى = 135 ْ 


ظاهـ =  ـــــــــــــــــــــــــــــ


ظا45 =  ــــــــــــــــــــــــــــــ                    
                                                     
                                                         ق =  ـــــــ × ــــــ = 4   2
1 =  ـــــــــــــــــــــــــــــ
    

ق -   ـــــ =  ـــــ
            قوتان أحداهما ضعف الاخرى فى المقدار ولهما محصلة ما فإذا ضوعف مقدار القوة الكبرى 

          وزيد مقدار القوة الصغرى بمقدار 4 ث جم فان محصلتهما تظل فى نفس الاتجاه 

ق ، 2 ق                                      الاتجاه ثابت فى الحالتين
ظاهـ1 = ـــــــــــــــــــــــــــ                        ظاهـ1 = ظاهـ2 

ق+4 ، 4 ق                                     ـــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ظاهـ2 = ـــــــــــــــــــــــــــ               2ق + 4 ق جتاى = ق +4 + 4 ق جتاى 
                                                   2 ق = ق + 4 

                                                    2ق – ق = 4                 ق = 4 

                                                   القوتان هما 4 ، 8 
             قوتان مقدارهما 7 ، 14 نيوتن تؤثران فى نقطة مادية ومحصلتهما عمودية على القوة 

             الاولى أوجد قياس الزاوية بين القوتين ومقدار محصلتهما 

ظا90 =  ــــــــــــــــــــــــــ                    ق(ى) = 120 ْ
                                          ح2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتاى
ـــــ =  ـــــــــــــــــــــــــــ           ح2 = (7)2 + (14)2 +2 × 7 × 14 ×        
7 + 14 جتاى = 0                      = 49 + 196 – 98 = 147 
14 جتاى = -7                       ح =   147 =    49 × 3 = 7   3 
جتاى =      = 


             قوتان متلاقيتان فى نقطة مقدارهما 6 ، ق نيوتن وقياس الزاوية بينهما 120 ْ فإذا كان 

              خط عمل محصلتهما عموديا على القوة الاولى أوجد قيمة ق           

ظاهـ = ــــــــــــــــــــــــــــ                       6 + ق جتا120 = 0
                                                            ق جتا120 = -6
ظا90 = ـــــــــــــــــــــــــــ
                                                              ق ×      = -6

ــــ  =  ـــــــــــــــــــــــــــــ                           ق = -6 × -2 = 12 نيوتن 

(1) إذا كانت القوتان متساويتان فى المقدار ( وخط عملهما ليس على استقامة واحدة )
    ح = 2 ق جتا          والمحصلة تنصف الزاوية بين القوتين أى أن هـ = 
(2) إذا كانت القوتان متعامدتان فان 

        ح2 = ق1 2 + ق2 2      ،  ظاهـ = ـــــــــ
(3) إذا كانت القوتان لهما نفس الاتجاه 
          ح = ق1 + ق2     وأتجاه المحصلة فى نفس أتجاه القوتين (المحصلة نهاية عظمى)
(4) إذا كانت القوتان متضادتان فى الاتجاه 

          ح =  ق1 -  ق2     وأتجاه المحصلة فى نفس أتجاه القوة الكبرى (المحصلة نهاية صغرى)
**************************************************************
              قوتان متعامدتان مقدارهما 30 ، 40 ث جم عين محصلتهما تعيينا تاما 


ح2 = ق1 2 + ق2 2 = (30)2 + (40)2 = 900 + 1600 = 2500

ح =    2500   =   50 ث جم 

ظاهـ = ـــــــ = ـــــــ =                     ق(هـ) = 
***************************************************************
                قوتان مقدارهما 10 ، 20 ث جم تؤثران فى نقطة مادية خط عملهما على أستقامة واحدة

                أوجد محصلتهما إذا كانت 

(1) القوتان لهما نفس الاتجاه                         (2) القوتان متضادتان فى الاتجاه 

إذا كانت القوتان لهما نفس الاتجاه                  إذا كانت القوتان متضادتان فى الاتجاه 

ح = ق1 + ق2 = 10 + 20 = 30              ح =    ق1 – ق2  =   10 – 20 =  -10  = 1
وأتجاه المحصلة فى نفس أتجاه القوتين          وأتجاه المحصلة فى أتجاه القوة 20 


               قوتان مقدارهما 15 ، 10 تؤثران فى نقطة مادية وخط عملهما على أستقامة واحدة أوجد

               (1) النهاية العظمى للمحصلة وأتجاهها        (2) النهاية الصغرى للمحصلة وأتجاهها

النهاية العظمى للمحصلة                           النهاية الصغرى للمحصلة 

ح = ق1 + ق2 = 15 +10 = 25 ث جم        ح =    ق1 – ق2  =   15 – 10 =   5 ث جم 
وأتجاه المحصلة فى نفس أتجاه القوتين            وأتجاه المحصلة فى نفس أتجاه القوة 15 ث جم
             قوتان 10 ، 10 ث جم تؤثران فى نقطة مادية والزاوية بين خطى عملهما 120 ْ أوجد 

             مقدار محصلتهما وحدد أتجاهها 


ح = 2 ق جتا      = 2 × 10 جتا60 = 20 ×    = 10 ث جم 

وأتجاه المحصلة ينصف الزاوية بين القوتين 

              ثلاث قوى مقاديرها 5 ، 10 ، 4   7  نيوتن تؤثر فى نقطة مادية والزاوية بين القوة

              الاولى والثانية 60 ْ أوجد القيمتين العظمى والصغرى لمحصلة القوتين 

نوجد محصلة القوتين 5 ، 10 

ح2 = ق1 2 + ق2 2  + 2 ق1 ق2 جتاى = 25+100 +2 × 5 × 10 جتا60 = 175 

ح =    175  =   25 × 7  = 5  7   

نوجد محصلة القوتين 5  7  ، 4  7 

النهاية العظمى لهما    ح = ق1 + ق2 = 5  7 + 4  7  = 9   7 

النهاية الصغرى لهما   ح = ق1 – ق2 = 5  7 – 4  7  =  7
              قوتان ق ، 5  2 ق تؤثران فى نقطة مادية ومقدار محصلتهما 2  61  وقياس الزاوية

               بينهما 45 ْ أوجد قيمة ق


ح2 = ق1 2 + ق2 2  + 2 ق1 ق2 جتاى                               ق2 =           = 4 
4 × 61 = ق2 + 25 × 2 ق2 + 2 × ق × 5  2 ق جتا45      ق = 2 
244 = ق2 +50 ق2 + 10  2 ق2 × ـــــ
244 = 51 ق2 + 10 ق2 

244 = 61 ق2 

                 قوتان متلاقيتان فى نقطة مقدارهما 3ق ، 2ق الزاوية بينهما 60 ْ فإذا علم أن مقدار 

                 محصلتهما 2  19  أوجد قيمة ق 
ح2 = ق1 2 + ق2 2  + 2 ق1 ق2 جتاى                        76 = 13 ق2 + 6 ق2
4 × 19 = 9 ق2 + 4 ق2 + 2 × 3 ق × 2 ق جتا60   76 = 19 ق2
76 = 13 ق2 + 12 ق2 ×                                         ق2 = 4
                                                                              ق = 2 

               قوتان ق ،  2 ق تؤثران فى نقطة مادية وتحصران بينهما زاوية ظلها = -1 ومقدار

                محصلتهما = 4 نيوتن أوجد 
(1) معيار ق                     (2) زاوية ميل المحصلة على القوة الاولى 

ظاى = -1          (  ق(ى) = 135                ظاهـ =  ـــــــــــــــــــــــــــــ
ح2 = ق1 2 + ق2 2  + 2 ق1 ق2 جتاى  
16 = ق2 +2 ق2 +2 ق ×  2 ق × جتا135    =  ــــــــــــــــــــــــــــــــــ   =  ــــــ
16 = 3 ق2 + 2  2 ق2 × ــــــ
16 = 3ق2 – 2 ق2                                          ق( هـ ) = 90 ْ
16 = ق2
ق = 4 نيوتن 
               قوتان النسبة بين مقداريهما 1 :  2 وخط عمل محصلتيهما يميل على القوة الكبرى 

               بزاوية 45 ْ أوجد قياس الزاوية بينهما ثم أوجد مقدار كلا منهما إذا علم أن مقدار 

               محصلتهما 3  2 
نفرض القوتان ق ،  2 ق                            ق جاى =  2  ق + ق جتاى 
المحصلة تميل بزاوية 45 ْ على القوة   2 ق     جاى =  2 + جتاى 
ظاهـ = ــــــــــــــــــــــــــ                             جاى – جتاى =  2      بالتربيع 
                                                            جا2 ى + جتا2 ى – 2 جاى جتاى = 2
ظا45 = ـــــــــــــــــــــــــــ                           1 – جا2ى = 2
                                                               جا2ى = -1             2ى = 270
1 =   ـــــــــــــــــــــــــــــ                                     ى = 135 ْ 


ح2 = ق1 2 + ق2 2  + 2 ق1 ق2 جتاى

(3  2 )2 = ق2 + 2 ق2 +2 ق ×  2 ق جتا135 

9 × 2 = 3 ق2 + 2  2  ق2 × ـــــــ

18 = 3 ق2 – 2 ق2 
18 = ق2                          ق =  18 = 3  2 

            قوتان إذا كانت الزاوية بينهما قائمة كان مقدار محصلتهما يساوى  10  نيوتن وإذا كانت
           الزاوية بينهما 60 ْ  كان مقدار محصلتهما يساوى  13  نيوتن  فما هو مقدار كلا من القوتين


ح2 = ق1 2 + ق2 2  + 2 ق1 ق2 جتاى        (ق1 + ق2 )2 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2
فى الحالة الاولى ى = 90 ْ  ، ح =  10       ( ق1 + ق2 )2 = 10 + 2 × 3 = 16
10 = ق1 2 + ق2 2      (2)                      ق1 + ق2 = 4        ق1 = 4 – ق2 
فى الحالة الثانية ى = 60      ح =  13       (4 – ق2 ) ق2= 3 
13 = ق1 2 + ق2 2 + 2 ق1 ق2 جتا60        ق2 2 – 4 ق2 + 3 = 0
13 = 10 + 2 ق1 ق2 ×                         ( ق2 – 1 )( ق2​  - 3 ) = 0
3 = ق1 ق2                                             ق2 = 1            ق2 = 3
                                                             ق1 = 3            ق1 = 1     
                 قوتان متعامدتان مقدار أحدهما    مقدار الاخرى  ومقدار محصلتهما 20 نيوتن أوجد
               مقدار كلا منهما ثم أوجد قياس الزاوية بينهما إذا أصبح مقدار المحصلة 4  13 نيوتن

نفرض أن القوتان ق ،   ق                    لايجاد ى 
القوتان متعامدتان                               ح2 = ق1 2 + ق2 2 +2 ق1 ق2 جتاى 
ح2 = ق1 2 + ق2 2                              16 × 13 = 256 +144 +2 × 16 × 12 جتاى
400 = ق2 +      ق2                              208 = 400 + 384 جتاى 
400 × 16 = 16ق2 + 9 ق2                   -192 = 384 جتاى 
400 × 16 = 25 ق2                            جتاى = 
ق2 = 256                                                    ى = 120 ْ 
ق = 16 

القوتان 16 ، 12 

              قوتان متلاقيتان فى نقطة مقدارهما ق1 ، ق2 ومقدار محصلتهما ح والزاوية بينهما 120 ْ
             وإذا عكس أتجاه ق2 فان مقدار المحصلة يساوى  3 ح  إثبت أن ق1 = ق2 وأن المحصلة 
             فى الحالة الثانية يكون أتجاهها عموديا على أتجاه المحصلة فى الحالة الاولى .

ح2 = ق1 2 + ق2 2 +2 ق1 ق2 جتاى             0 = 2 ق1 2 + 2 ق2 2 – 4 ق1 ق2     ÷2
الحالة الاولى                                                 ق1 2 + ق2 2 – 2 ق1 ق2 = 0 
ح2 = ق1 2 + ق2 2 +2 ق1 ق2 جتا120               ( ق1 – ق2 )2 = 0
ح2 = ق1 2 + ق2 2 -  ق1 ق2    (1)                        ق1 – ق2 = 0
الحالة الثانية                                                           ق1 = ق2 
3ح2 = ق1 2 + ق2 2 +2 ق1 ق2 جتا60              القوتان متساويتان فى الحالتين 
3ح2 = ق1 2 + ق2 2 + ق1 ق2   (2)            ( المحصلة تنصف الزاوية بينهما فى الحالتين 
بضرب المعادلة الاولى × 3                            الزاوية بين ح ،   3 ح = 60 +30 = 90 ْ 
 3ح2 = 3ق1 2 +3 ق2 2 -3 ق1 ق2
3ح2 = ق1 2 + ق2 2 + ق1 ق2   بالطرح

         
                قوتان مقدارهما 2 ، ق نيوتن  والزاوية بينهما 120 ْ أوجد قيمة ق فى الحالات الاتية 
(1) المحصلة = ح                                 (3) أتجاه المحصلة يميل بزاوية 45 ْ على القوة الثانية                   
(2) أتجاه المحصلة عمودى على القوة الثانية (4) المحصلة تنصف الزاوية بين القوتين 

(1) المحصلة = ح                             3) المحصلة تصنع 45 ْ مع القوة الثانية 
ح2 = ق1 2 + ق2 2 +2 ق1 ق2 جتاى     

ق2 = 4 + ق2 + 2 × 2 × ق جتا120   ظا45 =  ـــــــــــــــــــــــــــ
ق2 = 4 + ق2 – 2ق 

2 ق = 4 

ق = 2                                                1 = ـــــــــــــــ

(2) المحصلة عمودية على الثانية              ق – 1 =  3               
ظا90 =  ــــــــــــــــــــــــــ                         ق =  3 + 1 

    = ــــــــــــــــــــــــــ                         (4) المحصلة تنصف الزاوية بين القوتين 
                                                        ( القوتان متساويتان 
ق + 2 جتا120 = 0                                       ق = 2 نيوتن 
ق – 1 = 0

ق = 1 

 
لتحليل قوة ح الى قوتين ق1 ، ق2 فى أتجاهين مختلفين بالقانون 

ــــــــــ = ـــــــــ = ــــــــــــــــــــــ


             حلل قوة مقدارها 100 نيوتن فى إتجاهين يميل أولهما على الافقى بزاوية قياسها 30 ْ 
            والاخرى بزاوية قياسها 45 ْ فى الناحية الاخرى .


ــــــــــ = ـــــــــ = ــــــــــــــــــــــ


ــــــــــ = ــــــــــــ = ـــــــــــــ


ق1 = ــــــــــــــــــــ =  73.2 نيوتن 

ق2 = ـــــــــــــــــــ =  51.8 نيوتن 

                         لتحليل قوة ق فى إتجاهين متعامدين كما بالشكل 
                          ق1 = ح جتاهـ ، ق2 = ح جاهـ 

          

          حلل القوة 100 نيوتن فى إتجاهين متعامدين أحدهما يصنع مع أتجاه القوة بزاوية قياسها30

ق1 = 100 جتا30 = 100 ×      = 50   3   نيوتن 


ق2 = 100 جا30 = 100 ×     = 50 نيوتن
             جسم مقدار وزنه 20 نيوتن موضوع على مستوى يميل على الافقى بزاوية قياسها 30
             أحسب مركبتى الوزن فى أتجاه خط أكبر ميل للمستوى والاتجاه العمودى عليه .

ق1 = 100 جتا30 = 100 ×       = 50   3 نيوتن


ق2 = 100 جا30 = 100 ×        = 50  نيوتن


           قوة مقدارها 100 ث جم تعمل فى أتجاه الشمال الغربى . أحسب مركبتيها فى أتجاهى الشمال
           والغرب . 



ق1 = 100 جتا45 = 100 × ـــــ = ـــــــ × ـــــــ =  
                           = 50   2 


ق2 = 100 جا45 = 100 × ـــــ = ــــــ × ــــــ =                 = 50  2

              حللت قوة مقدارها 40 ث كجم الى مركبتين متعامدتين أحدهما 20 ث كجم فما مقدار 

               المركبة الاخرى .  

20 = 40 جتاهـ        جتاهـ =      =            ق(هـ) = 60

المركبة الثانية = 40 جا60 = 40 ×ــــــ = 20   3


إذا أثرت عدة قوى ق1 ، ق2 ، ق3 ، ...........، قن فى جسم وهذه القوى تصنع زوايا هـ1 ، هـ2 ، هـ3
........ هـن فان 

مجموع مركبات هذه القوى فى أتجاه محور السينات تعطى من القانون 

س = ق1 جتاهـ1 + ق2 جتاهـ2 + ق3 جتاهـ3 + ................ + قن جاهـن
مجموع مركبات هذه القوى فى أتجاه محور الصادات تعطى من القانون 

س = ق1 جاهـ1 + ق2 جاهـ2 + ق3 جاهـ3 + ................ + قن جاهـن
وتكون محصلة هذه القوى 

ح = ( س ، ص )    ولهذا فان 

ح =   س2 + ص2                     ظاهـ = 

              أثرت قوى مقاديرها 16 ، 4 ، 8  3 ، 4  3 نيوتن فى نقطة مادية فى أتجاهات الشرق ، 
             60 ْ شمال الشرق ، 60 ْ غرب الجنوب ، الجنوب على الترتيب أوجد محصلة هذه القوى 


       




س = 16 جتا0 + 4 جتا60 + 8  3 جتا210 + 4  3 جتا270 
    = 16 × 1 + 4 ×     + 8  3  ×           + 4  3 × صفر=16+2 – 12 + 0 = 6 
ص = 16 جا0 + 4 جا60 + 8  3 جا210 + 4  3 جا270 

      = 16 × 0 + 4 ×     + 8  3 ×    + 4  3 × -1 = 0 + 2  3 – 4  3 – 4  3 = - 6  3
ح = ( 6 ، - 6  3 ) 
ح =   (6)2 + (-6  3 )2  =   36 + 108 =   144  = 12 نيوتن 

ظاهـ =           = -   3               ق(هـ) = 300 ْ 

المحصلة تساوى 12 نيوتن وتصنع 300 ْ مع الاتجاه الموجب لمحور السينات            

          تؤثر القوى التى مقاديرها 2 ، 4 ، 6 ، 8  3 نيوتن فى نقطة مادية وكان قياس الزاوية بين
          الاولى والثانية 60 ْ وبين الثانية والثالثة 60 ْ وبين الثالثة والرابعة 90 ْ أوج مقدار المحصلة 
          وقياس الزاوية التى تصنعها مع القوة الاولى   




س = 2جتا0+4 جتا60 +6جتا120 +8 3 جتا210
    = 2 × 1 + 4 ×    + 6 ×      + 8  3 × 

= 2 + 2 – 3 – 12 = -11 

ص = 2جا0 +4 جا60 +6 جا120 +8  3 جا210

    = 2 × 0 + 4 ×     + 6 ×     + 8  3 ×      = 2 3 +3 3 – 4 3 =  3
ح = ( -11 ،  3 ) 
ح =  (-11)2 + ( 3 )2 =  121 + 3  =    124 = 
ظاهـ =                     ق(هـ) = 
           أب جـ ء مستطيل فيه أ ب =6سم،ب جـ = 8سم أخذت نقطة هـ ( ب جـ  بحيث ب هـ =6سم

           أثرت قوى مقاديرها 1 ، 10 ، 5  2 ، 3 ث جم فى أ ء ، أ جـ ، أ هـ ، أ ب على الترتيب أوجد

            مقدار محصلة هذه القوى 







س = 3جتا0 +5 2 جتا45 +10 جتاى +1 جتا90 = 3×1+5 2 ×    +10 ×    +1× 0

  = 3 + 5 +6 = 14 

ص = 3جا0 +5 2 جا45 +10 جاى +1 جا90 =3 × 0+ 5 2 ×     +10 ×     +1 × 1 

    = 0 + 5 + 8 +1 = 14 

ح = ( 14 ، 14 )        ح =   (14)2 +(14)2 =   196 +196 =   196 × 2 = 14  2 

ظاهـ =     =       = 1                    هـ = 45 ْ 
             أثرت قوى مقاديرها ق ، 4  3 ، 12  3 ، 36 ث جم فى نقطة مادية وكانت الثلاث قوى
             الاخيرة فى أتجاهات الشمال ، 60 ْ غرب الشمال ، 60 ْ جنوب الشرق على الترتيب فإذا
             كانت محصلة هذه القوى = 8 ث جم فى أتجاه الشرق فعين مقدار وأتجاه ق 





ح = 8 ث جم فى أتجاه الشرق    ح = ( 8 ، 0 ) 
8 = ق جتاهـ + 4  3 جتا90 + 12  3 جتا150 +36 جتا300

8 = ق جتا هـ + 4 3 × 0 + 12 3 ×       + 36 ×            بقسمة 2 على 1 
8 = ق جتاهـ + 0 – 18 + 18                                                       = 
 ق جتاهـ = 8         (1)                                                   
0 = ق جاهـ + 4 3 جا90 + 12 3 جا150 + 36 جا300      ظاهـ =  3       ق(هـ) = 60 ْ 
0 = ق جاهـ + 4  3 × 1 + 12  3 ×    +36 ×                 ق جتا60 = 8 
0 = ق جاهـ + 4  3 + 6  3 – 18  3                               ق ×     = 8
0 = ق جاهـ - 8  3                                                               ق = 16
ق جاهـ = 8  3        (2)          
                أثرت قوى مقاديرها ق ، ك ، 6 نيوتن فى نقطة مادية فى أتجاهات الشرق ، الشمال
                ، 30 ْ جنوب الغرب على الترتيب فإذا كانت محصلة القوى = 8 وتعمل فى أتجاه 30
                  شمال الشرق عين قيمة ق ، ك 



ح = ( 8 جتا30 ، 8 جا30) = (4  3 ، 4 ) 
4 3 = ق جتا0 + ك جتا90 + 6 جتا210      4 = ق جا0 + ك جا90 +6 جا210
4 3 = ق + ك × 0 + 6 ×                          4 = ق × 0 + ك × 1 +6 × 
4 3 = ق – 3 3                                        4 = 0 + ك – 3 
ق = 7 3                                                        ك = 7                                    
              أثرت القوى المستوية التى مقاديرها 30 ، ق ، 5  2 ، 45 ث كجم فى نقطة مادية فى

              اتجاهات الشرق وغرب الشمال بزاوية قياسها هـ ، الجنوب الغربى ، الجنوب على الترتيب
              فإذا كانت هذه المجموعة متزنة أوجد قيمتى ق ، هـ 






       
المجموعة متزنة ح = صفر = ( 0 ، 0 ) 

0 = 30 جتا0 + ق جتا(90+هـ) +5 2 جتا225 +45 جتا270

0 = 30 × 1 + ق × - جاهـ + 5  2 ×       +45 × 0           بالقسمة 
0 = 30 – ق جاهـ - 5                                                     ظاهـ =         ق(هـ) =
ق جاهـ = 25    (1) 

0 = 30 جا0 + ق جا(90+هـ) +5  2 جا225 +45 جا270  ق جاهـ = 25
0 = 30×0 + ق جتاهـ +5  2 ×       +45 × -1                 ق ×        = 25
0 = 0 + ق جتاهـ - 5 – 45                                             ق = 25  5
ق جتاهـ = 50 

             أتزنت نقطة مادية تحت تأثير القوى 42 ، 2  3 ق ، 16 ، 4 ك ، 28  ث كجم فى أتجاهات
             الشرق ، الشمال ، 30 غرب الشمال ، الغرب ، 60 جنوب الغرب أوجد قيمتى ق ، ك 

                
المجموعة متزنة    ح = (0 ، 0 ) 

0 = 42 جتا0 + 2 3 ق جتا90 +16 جتا120 +4 ك جتا180 +28 جتا240
0 = 42 × 1 + 2 3 ق × . +16 ×     +4ك × -1 +28 × 

0 = 42 + 0 – 8 – 4 ك – 14                                                       2  3 ق = 6  3
4 ك = 20           ك = 5                                                                   2ق = 6
0 = 42جا0 +2  3 ق جا90 +16 جا120 +4 ك جا180 +28 جا240         ق = 3
0 = 42 × 0 + 2 3 ق× 1 +16 ×         + 4 ك × 0 +28 × 
0 =  0 +2  3  ق +8  3 – 14  3 

            أ ب جـ ء مربع طول ضلعه 12سم ، هـ ( ب جـ  حيث ب هـ = 4  3 سم أثرت قوى مقاديرها

             5 ، 4  3 ، 3  2 ، 2  3 نيوتن فى نقطة مادية فى الاتجاهات ب أ ، أ هـ ، أ جـ ، ء أ على

              الترتيب أوجد مقدار وأتجاه محصلة هذه القوى










س = 2 3 جتا270+ 5 جتا180  +3 2 جتا45 + 4 3 جتاى
    = 2 3 ×0 +5 × -1 +3 2 ×     +4 3 ×      = -5 +3 +6 = 4 
ص= 2 3 جا270 + 5 جا180 + 3 2 جا45 + 4 3 جاى
      = 2 3 × -1 + 5 ×0 + 3 2 ×     + 4  3 ×    = -2 3 +3 +2 3 = 3
ح = ( 4 ، 3 )     ح =   16 + 9 =  25  =  5 

ظاهـ =       =                    ق(هـ) =  52 / 36 ْ 
المحصلة = 5 نيوتن وخط عملها يصنع زاوية قياسها 52/  36 ْ مع أ ب 
                  جسم متزن تحت تأثير ثلاث قوى مستوية مقاديرها 5 ، 10 ، 5  3 ث جم على الترتيب
                 أوجد قياس الزاوية بين القوتين الثانية والثالثة  
 
نعتبر القوة 5 هى محصلة القوتين 10 ، 5  3              جتاى = ــــــــــــــــ × ــــــ  = ــــــــــــــــ
ح2 = ق1 2 + ق2 2 +2 ق1 ق2 جتاى 

25 = (10)2 + ( 5 3)2 +2 × 10 × 5  3 جتاى       = 
25 = 100 +75 +100  3 جتاى                          ق(ى) = 180 – 30 = 150
25- 100 – 75 = 100  3 جتاى 

- 150 =   100  3 جتاى 
           أ ب جـ ء شبه منحرف قائم الزاوية فى جـ فيه أ ء // ب جـ ، ب جـ = 18سم ، جـ ء =8سم

           ، أ ء = 12سم أثرت قوى مقاديرها 10 ، ق1 ، ق2​ فى الاتجاهات أ ب ، جـ ء ، ب جـ على 
            الترتيب أوجد ق1 ، ق2 حتى تتزن المجموعة .
              






المجموعة متزنة  ح = ( 0 ، 0 )

0 = ق2 جتا0 + ق1 جتا90 + 10 جتا(180 – هـ )   0 = ق2 جا0 + ق1 جا90+10جا(180- هـ)
0 = ق2 × 1 + ق1 × 0 + 10 ×                          0 = ق2 × 0 + ق1 × 1 +10 × 
0 = ق2 + 0 -  6                                                 0 = 0 + ق1 – 8 
ق2 = 6                                                                ق1 = 8 

           أ ب جـ ء هـ و شكل سداسى منتظم أثرت قوى مقاديرها 6 ، 2 3 ، 6 ، 2 3 نيوتن فى 
            الاتجاهات أ ب ، أ جـ ، أ ء ، أ هـ على الترتيب عين المحصلة تعيينا تاما 0

        

س = 6جتا0+2 3 جتا30 +6 جتا60 +2 3 جتا90

   =6 × 1 +2  3 ×     + 6 ×     +2  3 × 0

   = 6 + 3 + 3 + 0 = 12 
ص= 6جا0 +2  3 جا30 +6 جا60 +2  3 جا90 =6×0 +2 3 ×     + 6 ×     +2 3 × 1 
   = 0 +  3  + 3  3 + 2  3 = 6  3 

ح = ( 12 ، 6 3 )     ح =   (12)2 + ( 6  3)2 =   144 + 108 =  252 =  36 × 7 = 6  7
ظاهـ =       =         =                   ق(هـ) = 
            أب جـ ء مستطيل فيه أ ب =6سم،ب جـ = 8سم أخذت نقطة هـ ( ب جـ  بحيث ب هـ =6سم
           أثرت قوى مقاديرها 1 ، 10 ، 5  2 ، 3 ث جم فى أ ء ، أ جـ ، أ هـ ، أ ب على الترتيب أوجد
            مقدار محصلة هذه القوى 







س = 3جتا0 +5 2 جتا45 +10 جتاى +1 جتا90 = 3×1+5 2 ×    +10 ×    +1× 0
  = 3 + 5 +6 = 14 

ص = 3جا0 +5 2 جا45 +10 جاى +1 جا90 =3 × 0+ 5 2 ×     +10 ×     +1 × 1 

    = 0 + 5 + 8 +1 = 14 

ح = ( 14 ، 14 )        ح =   (14)2 +(14)2 =   196 +196 =   196 × 2 = 14  2 

ظاهـ =     =       = 1                    هـ = 45 ْ 

              أ ب جـ ء شبه منحرف فيه ق(أ) = 90 ْ ، أ ب // ء جـ ، أ ب = أ ء = 4سم ، جـ ء = 7سم               
              أثرت القوى التى مقاديرها 7 ، 4  2 ، 5 ث كجم فى ألاتجاهات أ ب ، ب ء ، جـ ب على 
              الترتيب أثبت أن هذه القوى متزنة .      




س =4  2 جتا45 + 7 جتا180 + 5 جتا(360 – ى )
    =4  2 ×       +7 × -1 +5 ×      = 4 – 7+3 = 0
ص = 4  2 جا45 +7 جا180 +5 جا(360 – ى )
     = 4  2 ×      + 7(0) +5 ×      = 4 +0 – 4 = 0
ح = ( 0 ، 0 ) ( المجموعة متزنة 
              أ ب جـ ء متوازى أضلاع فيه ق( أ ء ب ) = 90 ْ ، أ ب = 2 أ ء أثرت القوى التى 

              مقاديرها 3 ، 12 ، 15 3  نيوتن فى ء جـ ، أ ء ، ب ء أوجد مقدار وأتجاه المحصلة 



س = 3جتا0 +12 جتا60 + 15 3 جتا30 
    = 3(1) +12 ×    +15  3 ×  


***************************************************************
               ثلاث قوى مقاديرها 8 ، 8 ، 12 نيوتن تؤثر فى نقطة مادية فى إتجاهات موازية لاضلاع

              مثلث متساوى الاضلاع مأخوذة فى ترتيب دوى واحد أوجد مقدار المحصلة واتجاهها 



      
س = 8 جتا0 + 8 جتا120 +12 جتا240

    = 8 × 1 + 8 ×       +12 ×     = 8 -4 -6 = -2

ص = 8جا0 +8 جا120 +12 جا240

   = 8(0) + 8 ×       +12 ×         = 0 +4  3- 6  3 = -2  3

ح = ( -2 ، -2  3 ) 

ح =    (-2)2 +(-2  3 )2 =  4 + 12 =  16 = 4  نيوتن

ظاهـ =         =   3          ق(هـ) = 180 + 60  = 240    ( فى أتجاه جـ أ ) 

               إذا كانت ق1 = 8 س + 6ص ، ق2 = 2ص  ، ق3 = -10 س +24 ص ، ق4 = -6س

              ، ق5 = 15 س – 8 ص تؤثر فى نقطة مادية أوجد محصلة هذه القوى مقدارا وأتجاها

ح = ق1 + ق2 + ق3 + ق4 + ق5 = 8س+6ص+2ص-10 س+24ص-6س+15س-8ص

                                            = 7س + 24 ص 

  ح   =    (7)2 + (24)2 =    49 + 576 =   625 =  25 

             
إتزان نقطة مادية ( جسيم متناه فى الصغر ) تحت تأثير قوتين : 
من أمثلة توازن جسم تحت تأثير قوتين 
(1) إذا علق ثقل (و) بحبل خفيف من نقطة فإنه يتزن 

      تحت تأثير قوتين هما وزن الجسم والشد فى الحبل 

(2) إذا وضع جسم على نضد أفقى أملس فإنه يتزن 

      تحت تأثير قوتين هما الوزن ورد فعل النضد على الجسم  

قاعدتان هامتان 
(1) إذا أثر على جسم متماسك قوتان متساويتان فى المقدار وفى إتجاهين متضادين وفى نفس الخط 

       المستقيم فإنه لا يكون لهما أى تأثير على الجسم من ناحية السكون أو الحركة 

(2) القوى المتبادلة الناتجة عن تأثير جسم على أخر تكون دائما متساوية فى المقدار ومتضادة فى 
      الاتجاه وهذا هو القانون الثالث لنيوتن والذى ينص على أنه 

تنبيه 

1- إذا مر خيط خفيف على بكرة ملساء فان مقدار 

     الشد فى الخيط لا يتغير بمروره على البكرة 


2- إذا مر خيط خفيف فى حلقة ملساء فإن مقدار 
      الشد فى الخيط لا يتغير بمروره داخل الحلقة

إتزان جسم تحت تأثير ثلاث قوى
قاعدة مثلث القوى

      

ــــــــــــ = ـــــــــــــ = ــــــــــ
***************************************************************

قاعدة لامى:- 


ـــــــــــ = ـــــــــــ = ــــــــــــ

***********************************************
قاعدة هامة:- 

إذا إتزن جسم تحت تأثير ثلاث قوى مستوية بحيث التقى خط عمل قوتين منهما فى نقطة فإن خط عمل القوة الثالثة لابد وأن يمر بنفس النقطة .
            علق ثقل مقداره 100 ث جم بخيطين طوليهما 30سم ، 40 سم من نقطتين فى خط أفقى 

             واحد البعد بينهما 50 سم . أوجد مقدار الشد فى كلا من الخيطين 

من فيثاغورث 

(أب)2 = (30)2 + (40)2 = 2500

أ ب =   2500 = 50 سم 

ـــــــــ = ـــــــــــ = ـــــــــــــ


ش1 = 100 جاهـ1 = 100 ×        = 60 ث جم
ش2 = 100 جاهـ2 = 100 ×         = 80 ث جم 
            خيط خفيف طوله 24سم ثبت طرفه أ فى نقطة ثابتة وعلق وزن مقداره 100 ث جم من 

            طرفه الاخر ب أوجد مقدار القوة اللازمة لحفظ الوزن على بعد 12سم من الخط الافقى المار 

             بنقطة أ فى الحالتين 
(1) إذا كانت القوة المؤثرة أفقية                      (2) إذا كانت القوة المؤثرة عمودية على أ ب 

(1) إذا كانت القوة أفقية

   أ ب جـ هو مثلث القوى 
(أ ب)2 = (24)2 – (12)2 = 12 × 36 
أ ب = 12  3 

ـــــــــــ = ـــــــــــ = ــــــــــــــ


ش2 =                    = 200 ث جم 


ق =                         = 100   3
(2) إذا كانت القوة عمودية على الخيط 

ـــــــــ = ــــــــــــــ = ــــــــــــ


ق = 100 جا120 = 100 ×        = 50  3

ش = 100 جا150 = 100 ×        = 50

              وضع جسم وزنه 6 ث كجم على مستوى مائل أملس يميل على الافقى بزاوية قياسها 30 ْ
             وحفظ توازنه بواسطة قوة أوجد هذه القوة ورد فعل المستوى فى الحالتين الاتيتين 

(أولا) القوة أفقية                                     (ثانيا) القوة تميل على المستوى بزاوية قياسها 30 ْ


(أولا ) بتطبيق قاعدة لامى 
ـــــــــــ = ــــــــــــ = ـــــــــــــ


ق =                 = ـــــــــــــــــــ = ـــــ × ـــــ  = 2  3


ر =                = ـــــــــــــــــ  = ــــــــ × ــــــ =             = 4  3

(ثانيا) بتطبيق قاعدة لامى 
ـــــــــــ = ــــــــــــ = ــــــــــــ

ق =                 = ـــــــــــــــــــــ = ــــــ × ــــــ = 2  3


ر = ـــــــــــــــــــ =   ــــــــــــــــ = ـــــــ × ــــــ = 2  3 

          علق جسم وزنه 6.5 نيوتن بواسطة خيطين طول أحدهما 0.5 متر ،1.2 متر وربط الخيطين
  فى نقطتين من مستقيم أفقى بحيث كانا متعامدين . أوجد مقدار الشد فى كلا من الخيطين.
















( أ ب)2 = (50)2 + (120)2 = 16900

أ ب =   130 سم 




ــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــ

ــــــــــــ = ـــــــــــــ = 6.5 



ش1 = 6.5 جاهـ2 = 6.5 ×          = 6 نيوتن 

ش2 = 6.5 جاهـ1 = 6.5 ×        = 2.5 نيوتن 
             وضع جسم وزنه 60 نيوتن على مستوى أملس يميل على الافقى بزاوية قياسها 30 ْ وشد
             الى أعلى المستوى بخيط فى أتجاه خط أكبر ميل للمستوى لاعلى أوجد مقدار الشد فى الخيط

             ورد فعل المستوى 


   بتطبيق قاعدة لامى 

ـــــــــــــ = ـــــــــــــــ = ـــــــــــ

ش = 60 جا150 = 60 ×        = 30 ث جم 


ق = 60 جا120 = 60 ×       = 30   3        

               أزيحت كرة بندول وزنها 1 نيوتن حتى صار الخيط يصنع 30 ْ مع الرأسى تحت تأثير قوة
               على الكرة فى أتجاه عمودى على الخيط …. أوجد القوة والشد فى الخيط 
بتطبيق قاعدة لامى 

ـــــــــــــ = ـــــــــــــ = ـــــــــــــ


ق = 1 × جا150 = 1 ×      = 


ش = 1 × جا120 = 1 ×        = 

             علق وزن(و) نيوتن بواسطة خيطين يميل أولهما على الرأسى بزاوية قياسها هـ ويمر على

              بكرة صغيرة ملساء ويحمل فى نهايته الاخرى وزنا مقداره 12 نيوتن ويميل الثانى على 

               الرأسى بزاوية قياسها 30 ْ ويمر على بكرة صغيرة ملساء ويحمل فى نهايته الاخرى وزنا 

              مقداره 8 نيوتن أوجد مقدار الوزن و وقياس هـ   

بتطبيق قاعدة لامى

ــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــ

ــــــــــــ = ــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــ



جاهـ = ـــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــ =       =        ق(هـ) = 28 / 19 ْ 
30  + هـ = 30+ 28 / 19 ْ =   28/ 49 ْ

و = ـــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــــــــــــ = 18.4 نيوتن 
             جسم وزنه 400 ث جم معلق من نقطة أ بواسطة خيط . ربط خيط فى نقطة ب من الخيط

            وشد أفقيا بخيط ثان ب جـ يمر على بكرة صغيرة ملساء مثبتة ويتدلى فى نهايته ثقل مقداره

             300 ث جم . أوجد ميل أ ب على الراسى والشد فى كل من الخيطين أ ، ب 


نظرا لان البكرة ملساء فان الشد فى طرفى الخيط متساو(قبل وبعد البكرة)

ش1 = 300

ـــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــ


ـــــــــــ = ـــــــــــ = ش2
من النسبتين الاولى والثانية نجد أن 

         =               ظاهـ = 



ش2 = ــــــــــ = 300  ×      = 500

             علق وزن مقداره 72 ث جم فى أحد طرفى خيط وثبت الطرف الثانى للخيط فى نقطة أ على 
             حائط رأسى . ربط خيط ثان عند نقطة ب من الخيط الاول تبعد عن أ 25سم  وشد فى أتجاه

            أفقى حتى صارت النقطة ب تبعد عن الحائط 7سم . أوجد قوة الشد فى الخيط الافقى وكلا من  

             جزئى الخيط الثانى .  

               
      أ ب جـ هو مثلث القوى 

أجـ =   (25)2 – (7)2 = 24

ـــــــــــ = ــــــــــــ = ــــــــ

ق =               = 21 ث جم 

ش =                = 75 ث جم 

               ربط أحد طرفى خيط فى نقطة على سطح كرة متجانسة وربط الطرف الاخر فى نقطة من
             حائط رأسى أملس فإذا أتزنت الكرة بحيث يلامس سطحها الحائط . أوجد الشد فى الخيط ورد
               فعل الحائط  على الكرة إذا علم أن وزنها 30 ث جم ويؤثر فى مركزها وأن الخيط يميل

              على الرأسى بزاوية قياسها 30 ْ  

بتطبيق قاعدة لامى 
ــــــــــــــ = ـــــــــــــــ = ــــــــــــــ

ر = ـــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــ = ـــــــ × ــــ = ـــــــــــ = 30 3


ش = ـــــــــــــــــــ = ـــــــــــــ = ــــــ× ـــــــ = ــــــــــــ = 20  3

             علق قضيب منتظم طوله متر ووزنه 30 نيوتن من طرفيه بخيطين ثبت طرفاهما فى نقطة 
             واحدة فى السقف فإذا كان الخيطين متعلمدين وكان طول أحدهما 60 سم فما هو مقدار الشد
              فى كلا من الخيطين عندما يكون القضيب معلقا تعليقا مطلقا وفى حالة أتزان .

بتطبيق قاعدة لامى 
ـــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــ
     
ـــــــــــ = ـــــــــــ = 30

ش1 = 30 جتاهـ = 30 ×         = 24 ث جم 

ش2 = 30 جاهـ = 30 × ـــــــــ = 18  ث جم
             كرة ملساء وزنها 15 نيوتن تستند على حائط رأسى أملس ومعلقة بخيط مثبت أحد طرفيه

            من نقطة على سطحها وطرفه الاخر مربوط فى الحائط فى نقطة أعلى نقطة تماس الكرة 

            تماما فإذا كان طول الخيط يساوى طول نصف قطر الكرة . أوجد الضغط على الحائط والشد

             فى الخيط    

بتطبيق قاعدة لامى 

ــــــــــــــ = ـــــــــــــــ = ــــــــــــــ

ر = ـــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــ = ـــــــ × ــــ = ـــــــــــ = 5   3

ش = ـــــــــــــــــــ = ـــــــــــــ = ــــــ× ـــــــ = ــــــــــــ = 10  3

             كرة مصمتة ترتكز على قضيبين متوازيين يقعان فى مستوى أفقى واحد والبعد بينهما
              يساوى طول نصف قطر الكرة . أوجد الضغط على كلا من القضيبين إذا كان وزن الكرة

               يساوى 10 نيوتن  
بتطبيق قاعدة لامى 
ــــــــــــــ = ـــــــــــــــ = ـــــــــــ

ر1 =ر2 =  ـــــــــــــــــ = ــــــــــــــــ = ـــــــ × ـــــ

    = ـــــــــــــ
               كرة ملساء من الحديد وزنها 30نيوتن مستقرة بين حائط رأسى أملس ومستوى أملس 

              يميل على الافقى بزاوية قياسها 60 ْ أوجد الضغط على كلا من الحائط والمستوى 


بتطبيق قاعدة لامى 
ــــــــــــــ = ــــــــــــــ = ـــــــــــــ

ر1 =  ــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــ = 30  3 نيوتن 


ر2 =                 = ـــــــــــــــ =  30 × 2 = 60 نيوتن

               ساق منتظمة  قابلة للحركة حول أحد طرفيها شدت جانبا بقوة أفقية تؤثر فى طرفها الاخر 
               وتساوى نصف ثقل الساق أوجد قياس زاوية ميل الساق على الرأسى عندما تتزن وكذلك 

                رد الفعل عند الطرف الاول
            أ م جـ هو مثلث القوى
    
ـــــــــ = ــــــــــ = ــــــــــ

أ جـ = 2 م جـ = 2 س
فى     أ م جـ 
أ م =    (أ جـ)2 + ( م جـ)2 =     (2 س )2 + (س)2 =   4س2 + س2 =  5 س2 =  5 س  
ــــــــ = ـــــــــ                ر = ـــــــ و 
هـ منتصف أ ب ، هـ م // أ جـ         ( م منتصف ب جـ      ( ب م = م جـ 

( أ جـ = ب جـ         ( ق ( ب أ جـ ) = ق ( أ ب جـ ) = 45 ْ 
             علق قضيب منتظم طوله 130 سم ووزنه 26 نيوتن من طرفيه تعليقا مطلقا فى خيطين 

             مربوطين من نقطة واحدة وكان طول أحدهما 50سم ، طول الاخر 120سم ما هو الوضع 

              الذى يكون فيه القضيب متزنا وما هو مقدار الشد فى كلا من الخيطين 

( أ ب )2 = ( أ جـ)2 + ( ب جـ)2 
ق ( أ جـ ب ) = 90 ْ 

ـــــــــــ = ــــــــــــ = ـــــــــــــ

ش1 = 26 جاى = 26 × ــــــــــ =24 نيوتن 

ش2 = 26 جاهـ = 26 × ــــــــ = 10 نيوتن

         قضيب منتظم أ ب  يمكنه الدوران بغير عائق فى مستوى رأسى حول مفصل فى أ ربط طرفه 
         الاخر ب بخيط يمر على بكرة ملساء عند جـ أعلى أ تماما ويحمل ثقلا يساوى نصف ثقل 
          القضيب أوجد قياس زاوية ميل القضيب على الافقى فى حالة التوازن إذا علم أن أ جـ = أ ب 




ء منتصف أ ب ، م ء // أ جـ ( م منتصف ب جـ 
0 0 أ ب = أ جـ ، م منتصف ب جـ 
( أ م      ب جـ  
     أ م جـ هو مثلث القوى 
ــــــــــــ = ـــــــــــ = ـــــــــــــ
أ جـ = 2 م جـ        م جـ =     أ جـ           ق ( م أ جـ ) = 30 ْ = ق ( م أ ب ) 
( القضيب يصنع مع الافقى زاوية قياسها = 90 – 2 × 30 = 30 ْ 
            وضع قضيب منتظم وزنه 4 نيوتن على مستويين أملسين متقابلين ويميلان على الافقى
             بالزاويتين 30 ْ ، 60 ْ بحيث يقع القضيب وخطا أكبر ميل للمستويين فى مستوى واحد 
      أوجد مقدار الضغط على كلا من المستويين وكذا زاوية ميل القضيب على الافقى فى حالة التوازن 


بتطبيق قاعدة لامى 
ـــــــــــــــ = ـــــــــــــــ = ــــــــــــ

ر1 = 4 جا150 = 4 ×       = 2

ر2 = 4 جا120 = 4 ×        = 2  3 

                 جسم فى حالة توازن على مستوى مائل أملس تحت تأثير قوة تعمل فى أتجاه المستوى 

                  إلى أعلى ومقدارها يساوى نصف مقدار وزن الجسم أوجد زاوية ميل المستوى على 

                   الافقى ورد فعل المستوى   

       
بتطبيق قاعدة لامى 

ــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــ

ـــــــــ = ــــــــــــ = ــــــــــ

2و جاهـ = و            2جاهـ = 1        جاهـ =         ق(هـ) = 30


ــــــــــ = ــــــــــــ                 ر =               = و ظتا30 =  3  و 
                           
إذا كان  أ  ، ب  متجهين غير صفريين 
   أ   =  أ    ،      ب    =   ب  ، 

هـ هى قياس الزاوية الصغرى التى يحصرها هذان 

المتجهان عند رسمهما خارجين من نقطة واحدة فان 

أ         ب  =  أ ب جتاهـ  

ملاحظات 

(1) أ       ب  = ب         أ 

(2) أ ب  = ب – أ   ( أى متجه = نقطة النهاية – نقطة البداية )
(3) إذا كان أ = 3  س – 4 ص    فان    أ  = ( 3 ، -4) 

(4) إذا كان أ = ( 3 ، 4 ) فان 2 أ  = 2 ( 3 ، 4 ) = ( 6 ، 8 ) 

(5) إذا كان  أ = (س ، ص )      فان       أ    =     س2 + ص2
(6) إذا كان أ = ( أ1 ، أ2 )  ،  ب  = (ب1 ، ب2 ) فان أ       ب = أ1 ب1 + أ2 ب2 

(7) شرط تعامد متجهين أ          ب = 0

(8) متجه الوحدة فى أتجاه محور السينات =  س = (1 ، 0 ) 

      متجه الوحدة فى أتجاه محور الصادات =  ص = ( 0 ، 1 ) 

(9) س       س = ص        ص = 1  ،،  س        ص = ص        س = 0

           إذا كان    أ    =  5 ،   ب  = 6، قياس الزاوية المحصورة بينهما = 60 أوجد  أ          ب 


  أ         ب =     أ   0   ب   جتاهـ = 5 × 6 جتا60 = 30 ×       = 15 

               إذا كان  أ = 3س – 2 ص    ، ب = 5 س + 4 ص أوجد أ           ب 


أ         ب = ( 3 ، -2 )         (5 ، 4 ) = 3 × 5 + (-2) × 4 = 15 – 8 = 7 

           إذا كان   أ    = 5    ،    ب    = 4  ،    أ       ب = 10 أوجد ق(هـ ) 

-                                           

   أ           ب = 10                            20 جتاهـ = 10

  أ ب جتاهـ = 10                                 جتاهـ =       = 

5 × 4 جتاهـ = 10                              ق(هـ) = 60 ْ 
            إذا كان أ = (1 ، -2) ، ب = ( 3 ، 1 ) ، جـ = (-1 ، 4 ) أوجد أ ب           أ جـ 

أ ب = ب – أ = (3 ، 1 ) – ( 1 ، -2 ) = ( 2 ، 3 )

أ جـ = جـ - أ = (-1 ، 4 ) – ( 1 ، -2 ) = (-2 ، 6 ) 

أ ب        أ جـ = (2 ، 3 )         (-2 ، 6 ) = -4 +18 = 14

             أ ب جـ ء مربع طول ضلعه يساوى 10 سم أوجد 

(1) أ ب         أ ء                   (2) أ ب        أ جـ                 (3) ب أ        جـ ء 
(4) أ ء         جـ ب                (5) أ ب          جـ أ                (6) ب أ        ب ء    


أ ب        أ ء = أ ب . أ ء جتا(ب أ ء ) = 10 × 10 جتا90 
              = 100 × صفر = صفر 

أ ب        أ جـ = أ ب . أ جـ جتا(ب أ جـ) = 10 × 10   2 جتا45

                  = 100  2 ×        = 100

ب أ         جـ ء = ب أ . جـ ء جتا 0 = 10 × 10 × 1 = 100

أ ء         جـ ب = أ ء . جـ ب جتا 180 = 10 × 10 × -1 = - 100
أ ب        جـ أ = أ ب . جـ أ جتا135 = 10 × 10   2 × 
ب أ        ب ء = ب أ . ب ء جتا45 = 10 × 10   2 ×       = 100
                

المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه محور السينات = أ جتاهـ   مسقط أ فى أتجاه محور السينات = أ جتاهـ س 
المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه محور الصادات = أ جاهـ   مسقط أ فى أتجاه محور الصادات = أ جاهـ ص 
المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه ب = ـــــــــــــــــــ       مسقط أ فى أتجاه ب = ــــــــــــــــــــــ× ـــــــــ

المركبة الجبرية لـ  ب  فى أتجاه أ = ــــــــــــــــــ      مسقط ب فى أتجاه أ = ــــــــــــــــــــ × ــــــــ

             إذا كان أ = 4س +3ص ،  ب = 3س – 2 ص أوجد 

(1) المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه ب                  (1) المركبة الجبرية لـ  ب فى أتجاه أ 
(3) مسقط أ فى أتجاه ب                                   (4) مسقط ب فى أتجاه أ 


المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه  ب = ـــــــــــــــــ =  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــ = ـــــــ    

المركبة الجبرية لـ ب فى أتجاه  أ = ـــــــــــــــــ =  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــ = ـــــــ    

مسقط أ فى أتجاه ب =                  ×  ـــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ × ـــــــــــــــــ

       = ــــــــــــــ ( 3 ، -2 ) = ــــــ (3 ، -2 ) = (       ،       )

مسقط ب فى أتجاه أ =                  ×  ـــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ × ـــــــــــــــــ


       = ــــــــــــــ (4 ، 3 ) = ــــــ (4 ، 3) = (       ،       )
               متجه معياره 10 وحدات يحصر زاوية قياسها 60 مع الاتجاه الموجب لمحور السينات
               أوجد 

(1) المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه محور السينات   (3) مسقط أ فى أتجاه محور السينات 

(2) المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه محور الصادات  (4) مسقط أ فى أتجاه محور الصادات


المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه محور السينات = أ جتاهـ  = 10 جتا60 = 10 ×       = 5
المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه محور الصادات = أ جاهـ   = 10 جا60 = 10 ×        = 5   3
مسقط أ فى أتجاه محور السينات = أ جتاهـ س = 5 س 
مسقط أ فى أتجاه محور الصادات = أ جاهـ ص = 5   3 ص 

             إذا كان أ يصنع مع ب زاوية قياسها هـ فإن 
المركبة الجبرية لـ أ فى أتجاه ب = أ جتاهـ 

المركبة الجبرية لـ أ فى الاتجاه العمودى على ب = أ جاهـ 

لاحظ أن 

(1) أ       أ = أ2 

(2) ( أ + ب )       جـ = أ         جـ +  ب         جـ 

(3) أ       ب = أ ( ب جتاهـ ) = ب ( أ جتاهـ ) 

[أىأن الضرب القياسى لمتجهين غير صفريين يساوى معيار أحدهما فى المسقط الجبرى للاخر عليه] 

           عين المركبة الجبرية للقوة ق = 7س +24 ص فى أتجاه أ ب حيث أ=(1 ، 2) ، ب=(4، 6)

أ ب = ب – أ = ( 4 ، 6 ) – (1 ، 2 ) = ( 3 ، 4 ) 
المركبة الجبرية لـ ق فى أتجاه أ ب = ــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  


= 

            

إذا كان أ ، ب متجهين غير صفريين ، أ =   أ      ، ب =    ب  ، هـ قياس الزاوية الصغرى التى يحصرها هذان المتجهان عند رسمهما خارجين من نقطة واحدة فان 
أ × ب =  ( أ ب جاهـ )  ى  [حيث ى متجه وحدة عمودى على المستوى الذى يحتوى أ ، ب  ] 

لاحظ أن 

(1) أ  ×  ب = - ( ب × أ ) 

(2) أ × أ =   0
(3) ( أ  +  ب ) × جـ = أ  ×  جـ + ب × جـ 
(4) أ × ب   =  أ ب جاهـ [معنى هذا أن الضرب القياسى لمتجهين تساوى مساحة متوازى الاضلاع المقام على القطعتين المستقيمتين الموجهتين الممثلتين للمتجهين أ ، ب ]  
(5) إذا كان أ = ( أ1 ، أ2 ) ، ب = (ب1 ، ب2 ) فان أ × ب =( أ1 ب2 – أ2 ب1 ) ع 
(6) المجموعة اليمينية 
      س × ص = ع ، ص × ع = س ، ع × س = ص 
       ص × س = - ع  ، ص × ع = - س ، س × ع = - ص 
(7) شرط توازى متجهين أ  × ب =  0


         بفرض أن { س ، ص ، ع } مجموعة يمينية أوجد حاصل الضرب الاتجاهى للمتجه أ

         فى المتجه ب  ثم أوجد مساحة متوازى الاضلاع المقام عليهما حيث
(1) أ = 3 س + 4 ص    ، ب = 5 س + 12 ص

أ × ب = (3 ، 4 ) × (5 ، 12 ) = ( 3 × 12 – 4 × 5 ) ع = 16 ع 
مساحة متوازى الاضلاع =    × 16 = 8 وحدات مربعة   


(2) أ = 4 س -  3ص   ، ب = 5س + 2 ص 


أ × ب = (4 ، -3 ) × ( 5 ، 2) = ( 4 × 2 – (-3) ×5) ع = (8+15) ع = 23 ع 
مساحة متوازى الاضلاع =      × 23 = 11.5 وحدة مربعة


يعرف عزم القوة ق بالنسبة للنقطة و بأنه حاصل 
الضرب الاتجاهى ر × ق ويرمز له بالرمز ح

ح  = ر × ق 

[ ر = و أ = أ – و  ] 

وكذلك  ح = ق ل [ حيث ق هو معيار القوة ، ل طول العمود الساقط من و على ق ] 
ومنه نجد أن ل = ــــــــــ

البرهان 

ح = ر × ق 

  ح   =   ر × ق = ر ق  جاهـ

ح = ق ( ر جاهـ ) = ق ل  

             إذا كانت ق = 2س -3ص تؤثر عند النقطة أ ( 1 ، 2 ) أحسب عزم هذه القوة بالنسبة الى 
             نقطة الاصل و ثم أوجد طول العمود الساقط من و على خط عمل ق 
ر = و أ = أ – و = (1 ، 2 ) – (0 ، 0 ) = (1 ، 2 ) 

 ح = ر × ق = ( 1 ، 2 ) × ( 2 ، -3 ) =( -3 – 4  ) ع = -7 ع 

ل = ـــــــــ = ـــــــــــــ = ــــــــ × ــــــــ = ـــــــــــــ


             تؤثر القوة ق = 3س +2 ص فى النقطة أ = (2 ، -1 ) أوجد متجه عزم هذه القوة بالنسبة 
             للنقطة ب = ( 1 ، 2 ) ثم أوجد طول العمود الساقط من النقطة ب على خط عمل ق 

ر = ب أ = أ – ب = (2 ، -1 ) – (1 ، 2 ) = ( 1 ، -3) 
جب = ر × ق = (1 ، -3 ) × (3 ، 2 ) = 2 +9 = 11 ع 

ل = ـــــــــــ = ــــــــــــ = ـــــــ × ــــــــ = ــــــــــــــــــ
              تؤثر القوة ق = س +ص عند النقطة (-3 ، -3 ) أحسب عزم ق بالنسبة للنقة و ثم فسر

               النتيجة التى حصلت عليها 

ر = و أ = أ – و = ( -3 ، -3 ) 

جو = ر × ق = (-3 ، -3 ) × ( 1 ، 1 ) = ( -3 +3 ) ع = 0

التفسير هو أن خط عمل ق يمر بالنقطة و لان عزم قوة بالنسبة لاى نقطة تقع على خط عملها = صفر

              تؤثر القوتان ق1 = س + ص  ، ق2 = م س – 2 ص فى النقطتين أ1 = (2 ، 0 )
            أ2 = (0 ، 2 ) على الترتيب عين قيمة الثابت م بحيث ينعدم مجموع عزمى هاتين القوتين
          بالنسبة لنقطة الاصل 

ر1 = (2 ، 0 )    ، ر2 = ( 0 ، 2 )                   ( 2 – 0 ) ع +  ( 0 -2 م ) ع = 0 
ج1 + ج2 = 0                                                   ( 2 – 2 م ) ع = 0
ر1 × ق1 + ر2 × ق2 = 0                                  2 – 2 م = 0                  2م = 2
(2 ، 0 ) × (1 ، 1 ) + (0 ، 2) × (م ، -2) = 0                      م = 1 
              تؤثر القوتان ق1 = م س +2 ص ، ق2 = ل س – ص عند النقطتين أ1 = (1 ، 1 )
               ، أ2 = (-1 ، -2) على الترتيب عين قيمتى الثابتين م ، ل بحيث ينعدم مجموع عزمى

                 هاتين القوتين بالنسبة لنقطة الاصل وبالنسبة للنقطة (2، 3)
ر1 = ( 1 ، 1 )                 ر2 = (-1 ، -2)              (-2+2م ) ع + (3+5ل) ع = 0
ج1 + ج2 = 0                                                    ( 5 ل +2م +1 ) ع = 0
ر1 × ق1 + ر2 × ق2 = 0                                        5 ل +2م +1 = 0
(1 ، 1 ) × (م ، 2) + ( -1 ، -2) × ( ل ، -1) = 0        5ل +2 م = -1  (2) 
(2 – م ) ع + (1+2ل) ع = 0                               بحل المعادلتين معا بضرب الاولى ×2
( 3 +2ل – م ) ع = 0                                         4 ل – 2م = -6
3 + 2ل – م = 0                                                5ل  + 2م =-1
2ل – م = -3                                                      ـــــــــــــــــــــــــ بالجمع 
بالنسبة للنقطة (2 ، 3)                                            9ل = -7           ل = 
ر1 = (1 ، 1 ) – (2 ، 3 ) = (-1 ، -2)                   بالتعويض فى المعادلة الاولى نجد أن 
ر2 = (-1 ، -2) – (2 ، 3) = (-3 ، -5)                    
ج1 + ج2 = 0                                                        م = 
ر1 × ق1 + ر2 × ق2 = 0

(-1 ، -2 ) × (م ، 2) + (-3 ، -5) × (ل ، -1) = 0
               إثبت أن مجموع عزوم عدة قوى متلاقية فى نقطة يساوى عزم المحصلة بالنسبة لهذه 
               النقطة 


البرهان 
مجموع عزوم القوى حول و = ر× ق1 + ر × ق2 + ر× ق3 + ...... + ر × قن
           = ر × ( ق1 + ق2 + ق3 + ........... + قن ) = ر × ح 

           
       

            القوى ق1 = 2س – ص ، ق2 = 5س +2 ص ، ق3 = -3س +2 ص تؤثر فى النقطة 
            أ = (1 ، 1 ) برهن بإستخدام العزوم أن خط عمل المحصلة يوازى المستقيم المار بالنقطتين
           ب = ( 2 ، 1 )  ، ء = ( 6 ، 4 ) 
ح = (2 ، -1) + (5 ، 2 ) + (-3 ، 2 ) = ( 4 ، 3 ) 

نوجد عزم المحصلة عند ب ، ء 

ر1 = ب أ = أ – ب = (1 ، 1 ) – (2 ، 1 ) = (-1 ، 0 ) 
جب = ر1 × ح = (-1 ، 0 ) × (4 ، 3 ) = ( -3 – 0 ) ع = -3 ع 
ر2 = ء أ = أ – ء = (1 ، 1 ) – (6 ، 4 ) = ( -5 ، -3 ) 

جء = ر2 × ح = (-5 ، -3) × ( 4 ، 3 ) = ( -15 +12) ع = -3 ع 

   جب = جء                   (  خط عمل المحصلة // ب ء 

               القوى ق1 = 2س – ص ، ق2 = م س +2 ص ، ق3 = -3س +2ص تؤثر فى النقطة 
               أ = (3 ، -2) فإذا كان خط عمل محصلة هذه القوى يوازى ب جـ حيث ب=(2 ، 7)

              جـ = (3 ، -4 ) فأوجد بأستخدام العزوم قيمة الثابت م 

ح = (م – 1 ، 3 )                                                     9 م – 6 = -2م +2       

المحصلة // ب جـ                                                            9م +2م = 2 +6 

جب = ججـ                                                                                                               11م = 8
رب × ح = رج × ح                                                                 م = 

( 1 ، -9) × (م – 1 ، 3 ) = ( 0 ، 2 ) × ( م – 1 ، 3 ) 

3+9م -9 = -2م +2 
              خط عمل القوة ق = م س +2ص يمر بالنقطتين أ = (2 ، -1 ) ، ب = (5 ، -3 ) أوجد
             (1) قيمة م           (2) المركبة الجبرية لـ ق فى أتجاه و أ 


خط عمل ق يمر بالنقطتين أ ، ب    و أ = أ – و = (2 ، -1 ) – ( 0 ، 0 ) = ( 2 ، -1 ) 

ميل ق = ميل أ ب                       المركبة الجبرية لـ ق فى إتجاه و أ = 

       =  

        =                                 = ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =            = 
    -2 م = 6 
        م = -3 

               تؤثر القوة ق = س – ص  فى النقطة أ = (0 ، 3 ) وكانت النقط ب ، جـ ، ء هى (3 ، 0)

           (4 ، 3 ) ، ( -2 ، 1 ) على الترتيب . إثبت أن خط عمل ق يمر بنقطة ب وينصف جـ ء 

جب = رب × ق  = (3 ، -3 ) × ( 1 ، -1 ) = -3 +3 = 0    ( ق يمر بنقطة ب 

ججـ = رجـ × ق = (4 ، 0 ) × ( 1 ، -1)= -4 -0 = -4 ع 

جء = رء × ق = (-2 ، -2 ) × ( 1 ، -1 ) = 2+2 = 4 ع 

ججـ = - جء    [ خط عمل ق تنصف جـ ء ]  

               تؤثر القوة ق = م س + ن ص فى النقطة أ = (4 ، 2 ) فإذا كان عزمها بالنسبة للنقطة

              الاصل يساوى -15 ع ، وعزمها بالنسبة للنقطة ب = (0 ، 5 ) يساوى 15 ع فإوجد 

               قيمتى م ، ن 

جو = -15 ع                                     بحل المعادلتين معا

رو × ق = -15 ع                                4 ن – 2 م = -15

(4 ، 2 ) × ( م ، ن ) = -15 ع               4ن +3 م = 15

(4ن – 2 م ) ع = -15 ع                    ـــــــــــــــــــــــــــــــــ بالطرح 
4 ن – 2 م = -15    (1)                          -5 م = -30  

جب = 15 ع                                                م = 6

رب × ق = 15 ع                                بالتعويض فى المعادلة الثانية 

(4 ، -3 ) × ( م ، ن ) = 15 ع               4 ن + 3 × 6 = 15

( 4ن + 3 م ) ع = 15 ع                         4ن = 15 – 18 = -3

4ن +3 م = 15  (2)                                    ن = 

             إذا كانت ق1 = 14 س +4 ص ، ق2 = ل س +6 ص قوتان مجموع عزميهما حول النقطة

             و يساوى -40 ع ، ومجموع عزميهما حول النقطة ب = ( 0 ، 9 ) يساوى 176 ع  أوجد

             قيمة الثابت ل 0

ح = ( 14 + ل ، 10 ) وتؤثر فى ( س ، ص )       بطرح 2 من 1 نجد أن 

جو = -40 ع                                                 10 س – 14 ص – ص ل = -40

رو × ح = -40 ع                                            10س – 14 ص – ص ل +9 ل = 50

( س ، ص ) × ( 14 + ل ، 10 ) = -40 ع           ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
10 س – 14 ص – ص ل = -40  (1)                                                  9ل = 90

جب = 176 ع                                                                                    ل = 10

رب × ح = 176 ع
( س ، ص – 9 ) × (14+ل ، 10 ) = 176

10س – (ص – 9 )(14+ل) = 176

10س – 14ص – ص ل +126 +9 ل = 176

10س – 14 ص – ص ل +9ل = 50


             القوة ق = ل س + م ص ، تؤثر فى النقطة أ = (1 ، -4 ) ومتجه عزمها بالنسبة للنقطة 

            ب = (-1 ، 3 ) يساوى 13 ع ، وبالنسبة للنقطة ( 2 ، -1 ) هو المتجه الصفرى عين

            معيار ق وأتجاهها  
جب = 13 ع                                  ل = 1 
رب × ق = 13 ع                          بالتعويض فى المعادلة الاولى نجد أن م = 3 
(2 ، -7) × ( ل ، م ) = 13 ع           ق = ( 1 ، 3 ) 
2م + 7 ل = 13   (1)                    ق    =    1 + 9 =   10
ججـ  = 0             
رجـ  × ق = 0                                 ظاهـ =      = 3 
(-1 ، -3 ) × ( ل ، م ) = 0

- م +3 ل = 0     ×2                        ق( هـ ) = 
-2م + 6 ل = 13  (2) 

بالجمع نجد أن 13 ل = 13

 
               إذا كان عزم القوة ق حول كلا من النقط و (0 ، 0 ) ، ب = (1 ، 0 ) ، جـ =(0 ، 3)
               يساوى على الترتيب 18 ، 12 ، 27 وحدة عزم أوجد ق ومعادلة خط عملها . 
نفرض أن ق = ( أ ، ب ) وتؤثر فى ( س ، 0)     3 أ = 27 – 18 = 9 
جو = 18 ع                                                    أ = 3 
رو × ق = 18 ع                                        ( ق = (3 ، 6 ) وتؤثر فى النقطة ( 3 ، 0 ) 
( س ، 0 ) × ( أ ، ب ) = 18 ع                     معادلة خط عملها 
س ب = 18   (1) 

جب = 12ع                                                                 =    = 2
رب × ق = 12ع

( س -1 ، 0) × ( أ ، ب ) = 12                     2س – 6 = ص 
س ب – ب = 12                                        2س – ص = 6 
بالتعويض من 1

18 – ب = 12 

   ب = 6 

بالتعويض فى 1

س × 6 = 18 

س = 3 

ججـ = 27

رجـ × ق = 27 ع 

( س ، -3 ) × ( أ ، ب ) = 27

س ب+ 3 أ = 27

18 + 3 أ = 27

              أوجد القياس الجبرى لعزم قوة مقدارها 10  5 ث جم وتعمل فى أ ب حيث أ = ( 1 ، 2) 
               ب = ( 3 ، 3 ) بالنسبة لنقطة الاصل 
أ ب = ب – أ = (3 ، 3) – (1 ، 2) = (2 ، 1)        جو = ر × ق 
ق // أ ب          

ق = ك أ ب = ك (2 ، 1 ) = (2ك ، ك )                     = (1 ، 2 ) × ( 20 ، 10)  

10  5 =    4ك2 + ك2                                             = 10 – 40 = -30 ع 
10  5 =    5 ك2 

10  5 =  5  ك 

   10 = ك 

ق = (20 ، 10) 

              إذا كانت و هى نقطة الاصل ، أ = ( 7 ، -2 ) ، ب = ( 1 ، 8) نقطتان فى مستوى 
               الاحداثيات والقوة ق فى المستوى ووجد أن جو = 9 ع   ، جأ = - جب = -14 ع أوجد 
             (1) معيار ق                        (2) معادلة خط عمل هذه القوة 

      جأ = - جب                                               12م – 9 ل = 27
ق تمر بمنتصف أ ب                                         -12م -20 ل = -56 
منتصف أ ب = (        ،          ) =(4، 3)            ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
ق = ( ل ، م ) وتؤثر فى (4 ، 3 )                              -29 ل = -29
جو = 9 ع                                                              ل = 1 
رو × ق = 9 ع                                              بالتعويض فى المعادلة الاولى 
( 4 ، 3 ) × ( ل ، م ) = 9 ع                          12 م – 9 (1) = 27          
4 م – 3 ل = 9    (1)                                   12م = 27+9=36                م = 3
جأ = -14 ع                                                 معادلة ق 
رأ × ق = -14 ع                                                             = 
(-3 ، 5 ) × ( ل ، م ) = -14 ع                         3س – 12 = ص – 3 
-3م – 5 ل = -14                                           3س – ص = -3+12
بضرب الاولى × 3 والثانية × 4                            3س – ص = 9 

         







(أجـ)2 = ( أ ب)2 + (ب جـ)2                            أ ء =       ل 

                                                                أ م =        ل      لان أ م =        أ ء 

                                                                م ء =       ل        لان   م ء =     أ ء 

                                                               

أ ء =                                                         أ جـ =  2  ل







الضلع المقابل لـ 30 =      طول الوتر

الضلع المقابل لـ 60 =       طول الوتر 



                                                                ب س = ء ص = 
                                                               طول العمود الساقط من ء على ق = 2 ب س               

الضلع المقابل لـ 45 =      الوتر 

الوتر = الضلع ×   2




                                                             جو = ق ل 
                                                             (أتجاه الدوران ضد عقارب الساعة)

أ جـ = ب ء = ء و = و ب = أ هـ =  3  ل
العمود الساقط من المركز على أى ضلع            جو = - ق ل 
     =         ل 


العمود الساقط من أ على ب جـ =       ل           أتجاه الدوران مع عقارب الساعة 
          
                                                             ملحوظة :- 
                                                              إذا كانت القوة تمر بنقطة ينعدم عزمها عند هذه 
                                                              النقطة 
 ع1 × أ ب = ع2 × ب جـ = م 



إذا كانت لمجموعة من القوى المستوية المؤثرة على جسم متماسك محصلة فإن المجموع الجبرى لعزوم القوى حول نقطة يساوى عزم المحصلة حول نفس النقطة 

نتائج 

(1) المجموع الجبرى لعزوم مجموعة من القوى حول أى نقطة على خط عمل المحصلة = صفر 

(2) إذا كان المجموع الجبرى لعزوم مجموعة من القوى حول نقطة يساوى صفرا فان هناك أحتمالان
الاول : أن يكون مقدار المحصلة = صفر

الثانى : أن يكون خط عمل المحصلة يمر بهذه النقطة .

             أ ب جـ مثلث فيه أ ب = 3سم ، ب جـ = 4سم ، أ جـ = 5سم أثرت قوى مقاديرها 5 ، 10
            ، 15 فى أ ب ، ب جـ ، جـ أ على الترتيب أوجد المجموع الجبرى لعزوم هذه القوى حول
            كلا من أ ، ب ، جـ 


( أ جـ )2 = ( أ ب )2 + ( ب جـ )2
ق ( ب ) = 90 ْ 
جأ = -10 × 3 = - 30 
ب ء =            = 2.4

جب = -15 × 2.4 = - 36 
ججـ  = -5 × 4 = -20 

             أ ب جـ ء شبه منحرف قائم الزاوية فى ب ، أ ء // ب جـ ، أ ب = 8سم ، ب جـ = 15 سم 
            ، أ ء = 9 سم أثرت قوى مقاديرها ق ، 44 ، 68 ث جم فى ء أ ، ء جـ ، أ جـ على الترتيب

              إذا كان خط عمل محصلة هذه القوى يمر بنقطة ب فأوجد قيمة ق 

(أ جـ)2 = 64 + 225 = 289 
 أ جـ = 17سم 
ب س =              = 

ب م = ب جـ جاى = 15 ×      = 12 سم 
المحصلة تمر بنقطة ب                                   
جب = 0                                                       - 8 ق +1008 = 0
- ق × 8 + 68 ×           + 44 × 12 = 0         - 8 ق = - 1008
- 8 ق + 480 + 528 = 0                                 ق = 126 
               أثرت القوى الاربع 200 ، 200 ، 300 ، 100 نيوتن فى قضيب أ ب طوله 120سم 
              كما بالشكل المقابل أوجد المجموع الجبرى لعزوم القوى حول أ ، ب ، منتصف القضيب
     
جأ = 200 × 40 – 300 × 80 – 100 × 120 = -28000
جب = -200 × 40 -200 × 40 – 100 × 120 = - 28000
جم = -200 × 20 – 200 × 60 – 300 × 20
     - 100 × 60 = -28000

             أثرت القوى 6 ، 8 ، 2  2 ، 12 ث كجم فى قضيب طوله أ ب طوله 60سم كما هو مبين

              بالشكل حيث م منتصف القضيب أوجد المجموع الجبرى لعزوم هذه القوى حول جـ التى   
                تبعد 15 سم عن الطرف ب  


جـ ء = 15 جا45 = ـــــــ

ججـ = 12 × 15 + 2  2 × ـــــــ + 8 × 45 = 180 +30 + 360 = 570 ث كجم . سم 

                أ ب جـ ء هـ و مسدس منتظم طول ضلعه 10سم أثرت القوى التى مقاديرها 3 ، 4 ، 5 
                ، 6 ، 7 ، 8 فى أ ب  ، جـ ب ، ء جـ ، ء هـ ، هـ و ، و أ على الترتيب أوجد المجموع 

                الجبرى لعزوم هذه القوى حول  أ ، مركز المسدس 


أ س = أ ص = ل جا60 = 10 ×     = 5  3
أ جـ = أ هـ = 10  3
جأ = -4 × 5  3 -5 × 10  3 +6 × 10  3 +7 × 5  3
    = - 20  3 -50  3 +60  3 +35  3 = 25  3
جم = 3× 5 3 -4 × 5 3 - 5 × 5 3 +6 × 5 3 +7 × 5 3 +8 × 5 3

     = 15 3 – 20 3 – 25 3 +30 3 +35  3 +40 3 = 75  3 
              أ ب جـ ء معين طول ضلعه 12 سم ، ق( أ ) = 60 ْ أثرت القوى 11 ، 6 ، 5 ، 7 نيوتن
              فى ب أ ، ب جـ ، ء جـ ، ء ب على الترتيب . أوجد المجموع الجبرى لعزوم هذه القوى 

             (1) حول أ                           (2) حول نقطة تقاطع قطرى المعين 


       
أ س = جـ ص = 12 جا60 = 6  3
العزم حول أ

جأ = 6 × 6  3 -5 × 6  3 -  7 × 6  3 

    = 36  3 – 30  3 - 42   3 = -36  3 
العزم حول م 

البعد عن المركز = م ن =                = 3   3
جم = -11 × 3   3 +6 × 3   3 – 5 × 3   3 = -33   3 +18   3 – 15   3 = - 30  3
              أ ب جـ مثلث متساوى الاضلاع طول ضلعه 20 سم تؤثر القوى 100 ، 200 ، 300
              نيوتن فى أ ب  ، ب جـ ، أ جـ على الترتيب أوجد المجموع الجبرى لعزوم هذه القوى 

               (1) حول نقطة تقاطع أرتفاعات المثلث          (2) منتصف ب جـ 



م ء = م س = م ص = 10 جا30 = 5 
العزوم حول م 
جم = - 100 × 5 – 200 × 5 +300 × 5 = صفر 
العزم حول منتصف ب جـ (س) 
س و = س هـ = 10 جا60 = 5  3 

جس = -100 × 5  3 +300 × 5   3 = 1000  3
               ثنى قضيب أ ب طوله 100سم عند نقطة منتصفه م بحيث أصبح أ م عموديا على م ب 
               أثرت قوى مقاديرها 10 ، 20 ، 30  2 ث كجم عند الطرفين أ ، ب كما هو مبين بالشكل

               ماهو مقدار القوة ق التى يجب أن تؤثر عند منتصف م ب وفى الاتجاه الموضح بحيث 
                ينعدم المجموع الجبرى لعزوم القوى حول نقطة م 



م جـ = 50 جا45 = 25  2

جم = 0
- 10 × 50 +25 × ق – 20 × 50 – 30  2 × 25  2 = 0

25 ق = 3000
ق = 120 ث كجم 
               أ ب جـ ء مربع طول ضلعه 6سم أثرت قوى مقاديرها 1 ، 2 ، 3 ، 4 ، ق نيوتن فى أ ب
               ، ب جـ ، جـ ء ، ء أ ، أ جـ على الترتيب إذا كان خط عمل محصلة هذه القوى يمر بنقطة 
               هـ ( ب جـ حيث ب هـ = 1سم أوجد قيمة ق 

هـ ن = 5جا45 =               سم 
المحصلة تمر بنقطة هـ  
جهـ = 0
-1 × 1 -3 × 5 -4 × 6 + ق ×             = 0
                   ق = 40     
 
ق = ــــــــــ × ـــــ =             = 8   2 
              أ ب جـ مثلث فيه ق(ب) = 90 ْ ، ق ( أ ) = 60 ْ ، ب جـ = 6سم . أثرت القوتان 6 ، 4 

               نيوتن فى ب أ ، جـ أ على الترتيب أوجد نقطة ء  تنتمى ب جـ   وتجعل المجموع الجبرى

              لعزمى هاتين النقطتين عندها يساوى صفر   




جء = 0
6 × ب ء – 4 ×     ء جـ = 0
6 ب ء – 2 ء جـ = 0
3ب ء – ء جـ = 0
3ب ء = ء جـ 
ب ء =        ء جـ 
ب ء =      ب جـ =      × 6 = 1.5 سم 


             أ ب جـ ء مستطيل فيه أ ب = 8سم ، ب جـ = 12 سم أثرت القوى التى مقاديرها 16 ، 14
               ، ق ، ك ث جم فى أ ب ، جـ ب ، جـ ء ، أ ء على الترتيب فإذا كان المجموع الجبرى لعزوم 
              هذه القوى حول كل من جـ ومركز المستطيل يساوى صفر أوجد ق ، ك 

ججـ = 0
-16 × 12 +ك × 8 = 0
8 ك = 16 × 12
    ك = 24 ث جم 
جم = 0

-16 × 6 +14 × 4 – ق × 6 + ك × 4 = 0
- 96 + 56 – 6 ق + 4 ك = 0
- 40 = 6 ق – 4 ك                                    56 = 6 ق 
- 40 = 6 ق – 4 × 24                              
- 40 + 96 = 6 ق                                     ق =        = 

               تؤثر خمس قوى مقاديرها 100 ، 200 ، 300 ،             ، 400  2  فى مربع 
              أ ب جـ ء طول ضلعه متر كما هو مبين بالشكل 

(1) عين المجموع الجبرى لعزوم هذه 

      القوى حول جـ 

(2) ما هى القوة التى يجب أن تؤثر عند

      منتصف جـ ء وفى أتجاه عمودى عليه 

       حتى ينعدم هذ1 المجموع  



جـ س = 100 جا45 = 100 ×      = 50  2
جـ ص = 100 جا60 = 50  3 
ججـ = - 100 × 50 + 400  2 × 50  2 – 300 × 100 +200 × 100 -        × 50  3
    = - 5000 + 40000 – 30000 + 20000 – 10000 = 15000 نيوتن . سم 
   = 150 نيوتن . م 

لايجاد القوة التى تؤثر فى جـ ء وفى أتجاه عمودى عليه حتى ينعدم هذا المجموع 

ججـ = 0         - ق × 50 + 150000 = 0
- 50 ق = - 150000                 ق = 300 نيوتن وفى الاتجاه الموضح (لداخل المربع)
              أ ب جـ مثلث متساوى الاضلاع طول ضلعه 12 سم أثرت القوى التى مقاديرها 20 ، 30
                ، 40 فى أ ب ، ب جـ ، أ جـ على الترتيب أوجد المجموع الجبرى لعزوم هذه القوى حول 

              (1) أ                   (2) منتصف ب جـ              (3) نقطة تلاقى متوسطات المثلث 



جأ = 30 × 6  3 = 180  3 نيوتن . سم 

أ م =      أ ء = 4  3

جء = - 40 × 3   3 +20 × 3  3 

    = - 60   3   نيوتن . سم 

جم = - 40 × 2  3 +30 × 2  3 +20 × 2  3

     = 20  3  نيوتن . سم 
              أ ب جـ ء متوازى أضلاع فيه ق( أ ) = 45 ْ ، ق ( أ ء ب ) = 90 ْ ، أ ء = 6سم أثرت 

              القوى 50  2 ، 30  2 ، 20 ، ق نيوتن فى أ ب ، جـ ء ، ء أ ، ء ب أوجد ق إذا علم أن 

               المحصلة تمر بنقطة أ .

ع =            = ـــــ × ـــــ = ـــــــــــ = 3  2
المحصلة تمر بنقطة أ 

جأ = 0

- ق × 6 + 30  2 × 3  2  = 0   
- 6 ق + 180 = 0

- 6 ق = - 180 

      ق = 30 نيوتن 

             أ ب جـ  مثلث متساوى الساقين فيه ق(ب) = 120 ْ ، أ جـ = 12  3 . أثرت قوى مقاديرها
             6 ، 7 ، 8  3 نيوتن فى أ جـ ، جـ ب ، أ ب على الترتيب أوجد مجموع عزوم هذه القوى 
             حول منتصف ب جـ 



جـ و = ب جـ جا60
6  3 = ب جـ × 

ب جـ = 12 سم
ء م = م ب جا60 = 6 جا60 = 3  3 

جم = 8  3 × 3  3 – 6 × 3 = 72 – 18 = 54 نيوتن . سم 
               أ ب جـ مثلث قائم الزاوية فى ب فيه أ ب = 6سم ، ب جـ = 8سم أثرت قوة ق فى مستوى

               المثلث بحيث جأ = جب = 60 نيوتن . سم ، ججـ = - 60 نيوتن . سم أوجد مقدار ق وخط 

               عملها 


جأ = - ججـ ( المحصلة تمر بمنتصف أ جـ 
جب = - ججـ   ( المحصلة تمر بمنتصف ب جـ 

ججـ = - 60 

- ح × 4 = - 60 

- 4 ح = - 60                (  ح = 15 نيوتن 

            أ ب جـ ء مستطيل فيه أ ب = 9سم ، ب جـ = 12 سم أثرت مجموعة من القوى فى مستوى 
             المستطيل فإذا كان المجموع الجبرى لعزوم القوى حول أ ، جـ تساوى 72 نيوتن . سم 

             ومجموع عزوم القوى حول ب = - 72 نيوتن . سم أثبت أن خط عمل المحصلة يوازى أ جـ 

             ويمر بمنتصف أ ب ، ب جـ ثم أوجد مقدار المحصلة .

ع =                = 3.6 
جأ = جب   ( المحصلة // أ جـ 

جأ = - جب ( المحصلة تمر بمنتصف أ ب 

جب = - ججـ   ( المحصلة تمر بمنتصف ب جـ 
جب = - 72 

- ح × 3.6 = - 72 

          ح = 20 نيوتن 

                              


   إذا كانت القوتان متوازيتان وفى أتجاه واحد       إذا كانت القوتان متوازيتان ومتضادتان فى الاتجاه 


ح = ق1 + ق2                                               ح = ق2 – ق1
ق1 × أ جـ = ق2 × ب جـ                                 ق1 × أ جـ = ق2 × ب جـ 
ملاحظة :-

(1) إذا كانت المحصلة أصغر من إحدى القوتين فان القوتان فى أتجاهين متضادان 
(2) إذا كانت القوتان متساويتان فإن المحصلة تنصف المسافة بين القوتين ومقدارها يساوى ضعف 

      أيا من القوتين .
قاعدة :-   
قاعدة :-
نظرية :- 

مجموع عزوم أى عدد محدود من القوى المتوازية المستوية بالنسبة لاى نقطة يساوى عزم محصلة هذه القوى بالنسبة لنفس النقطة .
               قوتان متوازيتان مقدارهما 60 ، 40 نيوتن والمسافة بين خطى عملهما 50سم أوجد 

              محصلتهما فى الحالتين :

              (1) القوتان فى أتجاه واحد                 (2) القوتان فى أتجاهين متضادين 


القوتان فى أتجاه واحد 
ح= ق1 + ق2 = 60 + 40 = 100

60 × أ ب = 40 × جـ ب 
60 × س = 40 ( 50 – س )
60 س = 2000 – 40 س 

60 س +40 س = 2000

100 س = 2000                   س = 20 

القوتان فى أتجاهين متضادين 

ح = ق2 – ق1 = 60 – 40 = 20
60× س = 40 ( 50 + س )
60س = 2000 +40 س 
60س – 40 س = 2000
20س = 2000              س = 100 سم 
             قوتان متوازيتان 100 ، ق نيوتن مقدار محصلتهما 150 نيوتن والبعد بين خطى عمل 
             القوة الاولى والمحصلة 75 سم . عين مقدار وأتجاه خط عمل القوة ق فى الحالتين 
             (1) 100 ، ح فى أتجاه واحد                   (2) 100 ، ح فى أتجاهين متضادين 
(1) 100 ، ح فى أتجاه واحد 
ق + 100 = 150
ق = 150 – 100 = 50 

100 × 75 = 50 × س 

7500 = 50 س 

س = 150سم 

(2) 100 ، ح فى أتجاهين متضادين
150 = ق – 100

ق = 150 +100 = 250 

100 × 75 = 250 × س  

7500 = 250 س 

س = 30 سم 

              أربع قوى متوازية ومتحدة فى الاتجاه مقاديرها 3 ، 4 ، 1 ، 2 ث كجم تؤثر عند النقط 
              أ ، ب ، جـ ، ء على الترتيب على خط مستقيم واحد عمودى على أتجاه القوى . عين 

               محصلة القوى علما بأن أ ب = ب جـ = 100 سم ، جـ ء = 150 سم 

                   
ح = 2+1+3+4 = 10 ث كجم 

المحصلة 10 ث كجم وفى نفس أتجاه القوى 

مجموع عزوم القوى حول أ يساوى عزم المحصلة عند أ 
-2 × 350 – 1 × 200 -4 × 100 = - 10 × أ م 

-700 – 200 – 400 = -10 أ م 

- 1300 = -10 أ م                    أ م = 130 سم 

المحصلة 10 ث كجم وخط عمل تأثيرها يقع على بعد 130 سم يمين أ 

               ق1 ، ق2 قوتان متوازيتان متحدتان فى الاتجاه والبعد بين خطى عملهما 20 سم فإذا كان 
              مقدار محصلتهما يساوى 50 نيوتن ويبعد خط عملها عن خط عمل ق1 مسافة 4سم أوجد 
              مقدار كلا من القوتين 
       
ق1 + ق2 = 50 

ق1 × 4 = ق2 × 16 

ق1 = 4 ق2 

بالتعويض فى المعادلة الاولى 

4ق2 + ق2 = 50
5 ق2 = 50                    ق2 = 10                   (  ق1 = 40

            قوتان متوازيتان صغراهما 30 نيوتن وتؤثر فى الطرف أ من قضيب خفيف أ ب والكبرى 

            تؤثر فى الطرف الاخر ب فإذا كان مقدار محصلتهما 10 نيوتن ويبعد خط عملها عن الطرف 

            ب بمقدار 90 سم فما طول القضيب .


ق – 30 = 10
ق = 10 + 30 = 40

30 × ( س +90 ) = 40 × 90

30س + 2700 = 3600
30س = 3600 – 2700

30س = 900                       س = 30سم 

طول القضيب = 30 سم 
              قوتان متوازيتان مقدار محصلتهما 250 نيوتن ومقدار أحدى القوتين 150 نيوتن وتعمل
              على بعد 40 سم من المحصلة أوجد مقدار القوة الثانية والبعد بين خطى عمل القوتين 

               إذا كانت القوة المعلومة والمحصلة 

                (1) فى أتجاه واحد                  (2) فى أتجاهين متضادين 
(1) القوة المعلومة والمحصلة فى أتجاه واحد
250 = ق +150 

ق = 250 – 150 = 100 ث كجم 

150 × 40 = 100 × س 

6000 = 100 س                   س = 60 سم 

البعد بين القوتين 100 سم 

(2) القوة المعلومة والمحصلة فى أتجاهين متضادين 
ق – 150 = 250 
ق = 250 + 150 = 400

150 × 40 = 400 × س 

6000 = 400 س 
س = 15 سم 

البعد بين القوتين 25 سم .

               قوتان متوازيتان وفى أتجاه واحد مقدارهما 3 ق ، 2ق تؤثران فى النقطتين أ ، ب على

              الترتيب فإذا تحركت القوة 2 ق بحيث تظل موازية لنفسها مسافة قدرها س على الشعاع

               ب أ إثبت أن المحصلة تتحرك مسافة قدرها      س   فى نفس الاتجاه         

فى الحالة الاولى 

2ق × ب جـ = 3 ق × أ جـ 

2 ب جـ = 3 أ جـ 
فى الحالة الثانية 

2ق × ب/ جـ/ = 3 ق × أ جـ/
2 ب/ جـ/ = 3 أ جـ/                                          2س = 3 جـ جـ/ + 2 جـ جـ/
2( س + ب جـ/ ) = 3 ( أ جـ + جـ جـ/ )                2س = 5 جـ جـ/ 
2 ( س + ب جـ - جـ جـ/ ) = 3 ( أ جـ + جـ جـ/)        جـ جـ/ =        س 
2س + 2 ب جـ - 2 جـ جـ/ = 3 أ جـ + 3 جـ جـ/  

               أ ب جـ مثلث تؤثر عند رؤوسه أ ، ب ، جـ ثلاث قوى متساوية ومتوازية وفى أتجاه واحد 

              إثبت أن محصلة هذه القوى تمر بنقطة تلاقى متوسطات المثلث 


نوجد محصلة القوتين المؤثرتين عند أ ، ب 

ح = ق + ق = 2 ق 

وتؤثر فى منتصف أ ب 

   ( جـ ء متوسط 

نوجد محصلة القوتين المؤثرتين عند ء ، جـ 

ح/ = 2ق + ق = 3 ق                                  = 
2ق × ء س = ق × س جـ                ( س تقسم ء جـ بنسبة 1 : 2 من جهة القاعدة 
2 س ء = س جـ                             ( س هى نقطة تلاقى متوسطات المثلث 
              أ ب جـ ء مربع تؤثر فى رؤوسه أ ، ب ، جـ ، ء أربع قوى متساوية ومتوازية وفى أتجاه 
             واحد إثبت أن محصلة القوى الاربع تمر بنقطة تقاطع قطرى المربع

 

نوجد محصلة القوتين المؤثرتين فى أ ، ب 

ح1 = ق + ق = 2 ق وتؤثر فى منتصف أ ب (س)
نوجد محصلة القوتين المؤثرتين فى ء ، جـ 

ح2 = ق + ق = 2 ق  وتؤثر فى منتصف ء جـ (ص)
نوجد محصلة ح1 ، ح2 المؤثرتين فى س ، ص 

ح = ح1 + ح2 = 2ق + 2ق = 4 ق وتؤثر فى منتصف س ص

أى تؤثر فى نقطة تقاطع قطرى المربع
              أ ، ب ، جـ ، ء ، هـ نقط تقع على خط مستقيم واحد بحيث أ ب = 4سم ، ب جـ = 6سم 
             جـ ء = 8سم ، ء هـ = 10 سم أثرت خمس قوى مقاديرها 60 ، 30 ، 50 ، 80 ، 40 

            ث . كجم فى النقط أ ، جـ ، ء ، ب ، هـ على الترتيب وفى أتجاه عمودى على أ هـ بحيث كانت
            القوى الثلاثة الاولى فى أتجاه واحد والقوتان الاخريان فى الاتجاه المضاد أوجد محصلة هذه

           القوى . 

ح = 60+30+50- 80 – 40 = 20 ث . كجم

       
مجموع عزوم القوى حول أ يساوى عزم المحصلة
حول أ 

80 × 4 -30 × 10 – 50 × 18 +40 × 28 = - 20 × س 

320 – 300 – 900 + 1120 = - 20 س 
140 = - 20 س          س = - 7 سم 
المحصلة تساوى 20 ث كجم وتبعد عن أ مسافة 7سم فى أتجاه هـ أ 

               أ ، ب ، جـ ، ء أربع نقط تقع على خط مستقيم واحد حيث ان أ ب = 32 سم ، ب جـ = 40
            ، جـ ء = 8سم أثرت القوتان المتوازيتان 8 ، 10 نيوتن فى أ ، جـ وأثرت فى ب ، ء القوتان
            7 ، 3 نيوتن وفى أتجاه مضاد لاتجاه القوتين المؤثرتين فى أ ، جـ عين محصلة هذه 
            المجموعة من القوى وبعد نقطة تقاطع خط عملها مع أ ء عن نقطة أ .

ح = 8 +10 – 7 – 3 = 8 نيوتن 



مجموع عزوم القوى حول أ = عزم المحصلة حول أ 
7 × 32 – 10 × 72 + 3 × 80 = - 8 × س           س = 32
224 – 720 +240 = - 8 س                              المحصلة = 8 نيوتن وتؤثر عند ب فى أتجاه
- 256 = - 8 س                                                مواز للقوتين 8 ، 10
              

إذا أتزن جسم تحت تأثير مجموعة من القوى المتوازية المستوية فإن :-
1- مجموع القياسات الجبرية لهذه القوى = صفر 

2- مجموع القياسات الجبرية لعزوم هذه القوى حول أى نقطة فى مستويها = صفر 
ملاحظات 

1- إذا كان القضيب على وشك الدوران = على وشك الانقلاب = دون أن ينقلب = دون أن يختل

      كل هذا يعنى أن القضيب ما زال متزنا 

2- إذا كان القضيب على وشك الدوران 

     حول جـ فان ر1 = 0

3- إذا كان القضيب على وشك الدوران 

     حول ء فإن ر2 = 0
4- يفضل عند أخذا العزوم أخذها عند نقطة بها مجهول 

                قضيب منتظم طوله 1 م ووزنه 50 نيوتن معلق أفقيا عند طرفه بحبلين رأسيين ويحمل 
                القضيب ثقلين أحدهما 15 نيوتن على بعد 20 سم من أحد الطرفين والاخر 20 نيوتن

                 على بعد 30 سم من الطرف الاخر أوجد مقدار الشد فى الحبلين 


ش1 + ش2= 15+50+20
ش1 + ش2 = 85 نيوتن 

المجموعة متزنة 
جأ = 0
15 × 20 +50 × 50 +20 × 70 – ش2 × 100 = 0     4200 = 100 ش2 

300 +2500 +1400 – 100 ش2 = 0                        ش2 = 42 نيوتن                   
                                                                              ش1 = 85 – 42 = 43 نيوتن 

             أ ب قضيب منتظم طوله 90سم ووزنه 60 نيوتن معلق فى وضع أفقى بخيطين رأسيين
            من طرفيه أ ، ب أين يعلق ثقل مقداره 150 نيوتن حتى يكون الشد عند أ ضعف الشد عند ب




2ش + ش = 150 +60
3ش = 210 
ش = 70 نيوتن 
القضيب متزن 

جأ  = 0                                                      15 س = 360
150 × س +60 × 45 –70 × 90 = 0          س = 24 سم 
15 س + 270 – 630 = 0                         الثقل يعلق على بعد 24سم من أ 
              أ ب قضيب منتظم طوله 150سم ووزنه 140 نيوتن يرتكز فى وضع أفقى على حاملين 
              أحدهما عند أ والثانى عند جـ التى تبعد 25سم من ب أوجد الضغط الواقع على كلا من 

              الحاملين ثم عين مقدار الثقل الذى يجب تعليقه عند ب حتى يكون القضيب على وشك 

             الانقلاب . ما قيمة الضغط الواقع على الحامل جـ عندئذ . 
           

ر1 + ر2 = 140
جأ = صفر
140 × 75 – ر2 × 125 = 0
140 × 75 = 125 ر2
ر2 = 84             ر1 = 140 – 84 = 56 نيوتن 
    

140 × 50 = ق × 25

ق = 280 نيوتن 

ر2 = 140 +280 = 420 نيوتن 

                ساق مهملة الوزن طولها 120 سم ترتكز فى وضع أفقى عند طرفيها على حاملين عند 
               أى موضع من الساق يجب تعليق ثقل قدره 12 ث كجم حتى يصبح مقدار رد الفعل عند 
               أحد الطرفين مساويا لضعف قيمته عند الطرف الثانى .

2ر + ر = 12
3ر = 12 
 ر = 4 
جأ = 0
12 × س = 8 × 120
   س = 80سم 
              ساق من الحديد طولها 50سم ووزنها 75 نيوتن يؤثر عند منتصفها ترتكز فى وضع أفقى 
              على حاملين البعد بينهما 24 سم فإذا كان الضغط على أحد الطرفين ضعف الضغط على

              الحامل الاخر . أوجد بعد كل من الحاملين عن طرف الساق القريب منه       

2ر + ر = 75
3ر = 75
ر = 25 
50 × س = 25 ( 24 – س ) 
50 س = 600 – 25 س 

75 س = 600                     س = 8سم 

الحاملين على بعد 17 سم ، 9 سم من الطرفين 

              علق قضيب مهمل الوزن طوله 120سم فى وضع أفقى بواسطة خيطين رأسيين عند 
              طرفيه ثم علق فيه ثقلان مقدارهما 5 ، 8 نيوتن عند نقطتى تثليثه أوجد الشد فى كلا من
                الخيطين 
ش1 + ش2 = 13 نيوتن 
جأ = 0
5 × 40 + 8 × 80 = ش2 × 120
200 + 640 = 120 ش2
840 = 120ش2
ش2 = 7 نيوتن 
ش1 = 13 – 7 = 6 نيوتن 
                أ ب قضيب منتظم طوله 120سم ووزنه 60 نيوتن يرتكز القضيب فى وضع أفقى على

                 حامل عند طرفه ب ويحفظ فى حالة توازن بواسطة خيط رأسى مثبت من نقطة فيه تبعد 

               40 سم من الطرف أ ويحمل ثقلا مقداره 20 نيوتن عن نقطة تبعد 20 سم من أ عين قيمة 

                 الشد فى الخيط والضغط على الحامل  



ش + ر = 20 +60 = 80
المجموعة متزنة 
جب = 0 
- 60 × 60 + ش × 80 – 20 × 80 = 0

- 3600 + 80 ش – 1600 = 0                  80ش = 5200

80ش – 5200 = 0                                    ش = 65نيوتن 
                                                                ر = 80 – 65 = 15 نيوتن

            أ ب قضيب غير منتظم طوله 140 سم محمول أفقيا بخيطين رأسيين أحدهما عند ب والاخر
             يبعد 40سم من أ فإذا كان الشد فى الخيط الاول        الشد فى الخيط الثانى فعين نقطة تأثير

              الوزن . وإذا علم أن أكبر ثقل يلزم تعليقه من أ دون أن يختل التوازن هو 12 نيوتن فأوجد

              وزن القضيب   

4 ش × س = ش ( 100 – س )

4 س = 100 – س 

4س + س = 100

5س = 100

س = 20سم 

نقطة تأثير الوزن تبعد 60سم عن أ 



12 × 40 = و × 20
480 = 20 و 
و = 24 نيوتن 
               أ ب قضيب منتظم طوله متر واحد ووزنه 700 ث جم يرتكز على حامل عند طرفه ب
                وحفظ فى حالة توازن فى وضع أفقى بواسطة خيط خفيف رأسى مثبت فى نقطة على القضيب تبعد عن طرفه أ بمقدار 30 سم ويحمل ثقلا مقداره 350 ث جم من نقطة تبعد 10 سم عن أ أوجد كلا من الشد فى الخيط والضغط على الحامل وإذا علق من أ ثقلا جعل القضيب على وشك الانفصال عن الحامل . أوجد مقدار هذا الثقل وقيمة الشد فى الخيط  


ش + ر = 350 + 700 = 1050
جب = 0
- 700 × 50 + ش × 70 – 350 × 90 = 0
- 3500 + 7 ش – 3150 = 0
7ش – 6650 = 0
7ش = 7650          ش = 950
ر = 1050 – 950 = 100 نيوتن 

الحالة الثانية 
القضيب على وشك الانفصال عن الحامل ر = 0
( ما زال القضيب متزنا ) 

ش = ك +1050
ججـ  = 0
- ك × 30 – 350 × 20 +700 × 20 = 0      ك = 
- 3ك – 700+ 1400 = 0

-3 ك + 700 = 0                                         ش =          + 1050 = 
- 3 ك = - 700

                قضيب خفيف طوله 30 سم معلق من طرفيه بواسطة خيطين رأسيين لا يتحمل أيا منهما 
                شدا يزيد عن 28 نيوتن . علق من إحدى نقط القضيب ثقلا قدره 42 نيوتن أوجد 
               المواضع التى يمكن تعليق الثقل منها دون أن ينقطع أيا من الخيطين  



ش1 + ش2 = 42 
28 + ش2 = 42            ش2 = 42 – 28 = 14 نيوتن 
جب = 0
28 × س = 14 ( 30 – س )        س = 10

2س = 3 – س                          أى أن الثقل يمكن تعليقه من أى نقطة على القضيب لا يقل بعدها 
3س = 30                                عن أيا من الطرفين بـ 10سم     10 < س < 20
               قضيب منتظم طوله 100 سم موضوع على نضد أفقى وجزء منه طوله 20 سم يقع خارج 
              النضد فإذا كان أكبر ثقل يمكن تعليقه من الطرف الخالص للقضيب ويظل متزنا على النضد 

               هو 15 نيوتن . فما وزن القضيب وقيمة رد فعل النضد 


ر = 15 + و 

جس = 0
- 15 × 50 + ر × 30 = 0
- 750 = - 30 ر        ر = 25 نيوتن 
بالتعويض فى المعادلة الاولى   و = 25 – 15 = 10 نيوتن 

                 يحمل رجلان أ ، ب جسما كتلته 90 كجم معلق من قضيب معدنى خفيف فإذا كانت 
                المسافة بين الرجلين 60 سم وكانت نقطة تعليق الجسم تبعد 20سم منأ فما مقدار ما يتحمله كلا من الرجلين من هذا الثقل وإذا كان الرجل ب لا يتحمل أكثر من 50 ث كجم فعين أكبر مسافة من أ يمكن تعليق الثقل عندها حتى يتمكن ب من الاستمرار فى حمل القضيب 


ر1 + ر2 = 90
ر1 × 20 = ر2 × 40
ر1 = 2 ر2          بالتعويض فى المعادلة الاولى 
2ر2 + ر2 = 90            3ر2 = 90             ر2 = 30 ث كجم 
( ر1 = 90 – 30 = 60 ث كجم
فى الحالة الثانية 

 ر1 +50 = 90                 ر1 = 90 – 50 = 40
40× س = 50 ( 60 – س ) 

4س = 300 – 5س 
4س +5 س = 300

9س = 300

س =          = 33.3 سم 
               قضيب منتظم طوله 100سم ووزنه 12 ث كجم يرتكز أفقيا على وتدين جـ ، ء يبعدان 30
              ، 10سم عن منتصف القضيب على الترتيب أوجد أكبر ثقل يمكن تعليقه من أحد طرفى 

              القضيب دون أن يختل توازن القضيب وأوجد رد فعل القضيب فى كل حالة 


ر1=ك +12                                                       ر2 = ك/ +12
ك × 20 = 12 × 30                                         ك/ × 40 = 12 × 10
ك = 18 نيوتن                                                         ك/ = 3 نيوتن
ر1 = 18 +12 =30 نيوتن                                  ر2 = 3 +12 = 15 نيوتن 

              س ل قضيب غير منتظم طوله 46 سم يرتكز فى وضع أفقى على حاملين عند ص ، ع على 
             القضيب حيث س ص = 6سم ، ع ل = 7سم وجد أن القضيب يكون على وشك الدوران إذا علق من الطرف س كتلة مقدارها 120 جم . أو من الطرف ل كتلة مقدارها 180 جم أوجد وزن القضيب وبعد نقطة تأثيره عن الطرف س  







و × هـ - 120 × 6 = 0                                   و ( 33 – هـ ) = 180 × 7
و هـ = 720                                                33 و – و هـ = 1260
                                                                33 و – 720 = 1260

                                                                33 و = 1260 +720 = 1980

                                                                      و = 60 نيوتن 

    بالتعويض فى المعالة الاولى 

60 هـ = 720                  هـ = 12 سم 

( الوزن مقداره 60 ث كجم ويبعد عن الطرف س مسافة 18 سم 



تعريفه :- هو مجموعة من قوتين متساويتين فى المقدار
               ومتضادتين فى الاتجاه وخطا عملهما ليسا 

             على أستقامة واحدة 
ذراع الازدواج :-
هو البعد العمودى بين خطى عمل القوتين ( أ ب ) 
عزم الازدواج :-

هو عزم إحدى قوتى الازدواج بالنسبة لنقطة على خط عمل القوة الاخرى 

معيار عزم الازدواج  
يساوى حاصل ضرب أحدى القوتين × البعد العمودى بينهما ( مع مراعاة اتجاه الدوران )

(1) إذا كان أتجاه الدوران ضد حركة          (2) إذا كان أتجاه الدوران مع حركةعقارب الساعة
       عقارب الساعة  



ج = ق ل 
                ج = - ق ل 



عزم الازدواج هو متجه ثابت لا يتوقف على النقطة التى ينسب إليها العزم 
البرهان 

عزم الازدواج = مجموع عزمى قوتيه بالنسبة لـ و

                 = و أ × ق + و ب × - ق 

                 = و أ × ق – و ب × ق 

                 = ( و أ – و ب ) × ق 

                 =  ب أ × ق 
( عزم الازدواج لا يتوقف على و  


 توازن إزدواجين :-
يقال لازدواجين ج1 ، ج2 أنهما متوازنان إذا تحقق أن ج1 + ج2 = 0  أو ج1 = - ج2 

 أى أن يكون الازدواجين متساويين فى المقدار ومتضادان فى الاتجاه 

تكافؤ إزدواجين :- 
 يقال لازدواجين ج1 ، ج2 أنهما متكافئان إذا تحقق أن ج1 = ج2 
 أى أن يكون الازدواجين متساويين فى المقدار ومتحدان فى الاتجاه 
ملاحظة :-
الازدواج لا يتزن إلا مع إزدواج مثله مساو له فى المقدار ومضاد له فى الاتجاه .
               أ ب قضيب مهمل الوزن طوله 100 سم ، جـ ، ء نقطتان عليه تبعدان عن الطرف أ 

               مسافة 40 ، 80 سم على الترتيب . أثرت قوى مقاديرها 300 ، ق ، 300 ، ق نيوتن عند أ ، جـ ، ء ، ب على الترتيب عمودية على القضيب بحيث كانت القوتان عند أ ، ب فى أتجاه واحد والقوتان الاخريين فى الاتجاه المضاد . عين قيمة ق بحيث يتوازن القضيب 


حتى يتزن القضيب 
ج1 + ج2 = 0
300 × 80 – ق × 60 = 0
24000 = 60 ق 
ق = 400 نيوتن 

               أ ب قضيب مهمل الوزن معلق أفقيا من مسمار من منتصفه . أثرت قوتان مقدار كل منهما
              7.5 نيوتن فى طرفيه أحدهما راسية الى أعلى والاخرى رأسية لاسفل كما شد بخيط يميل عليه بزاوية 60 ْ من نقطة عليه مثل جـ أوجد مقدار وأتجاه ونقطة تأثير القوة التى إذا أثرت على القضيب مع القوى السابقة حفظته فى حالة توازن وهو أفقى علما بان الشد فى الخيط 10 نيوتن وأن 
طول القضيب 30 سم 


القوتان 7.5 ، 7.5 تكونان إزدواجا معيار عزمه 
ج1 = - 7.5 × 30 = - 225 نيوتن . سم 
لكى يتزن القضيب يجب أن يؤثر عليه إزدواج عزمه 
يساوى 225 نيوتن . سم 
ولهذا فأن القوة ق ، ش يجب أن يكونان إزدواجا 
ق = ش = 10 نيوتن  ، ق ( هـ ) = 60 ْ 
ج2 = 225                                           جـ ء =          = 15  3
10 × جـ ء جا60 = 225  
5  3 جـ ء = 225                                 ( نقطة ء تبعد عن جـ مسافة 15  3 سم 
                 أ ب قضيب منتظم طوله 60 سم ووزنه 10  ث . كجم ويتحرك فى مستوى رأسى حول

                 مفصل ثابت عند طرفه أ . أثر على القضيب إزدواج فى مستوى رأسى القياس الجبرى 

                لعزمه 150 ث كجم . سم برهن على أن رد فعل المفصل عند أ يساوى وزن القضيب 
               وأوجد ميل القضيب على الافقى فى وضع التوازن .                 


القضيب يقع تحت تأثير إزدواج معيار عزمه = 150 ث كجم سم 
ولكى يتزن القضيب لابد من أن تكون القوتان ر ، 10 إزدواجا أخر
مساو للإزدواج الاول فى المقدار ومضاد له فى الاتجاه 
( ر = 10 ث كجم 
ج2 = - 150
- 10 × 30 جتاهـ = - 150
- 300 جتاهـ = - 150
جتاهـ =                ق( هـ ) = 60 ْ 

             أ ب جـ ء صفيحة رقيقة منتظمة وزنها 3 نيوتن على هيئة مربع طوله 50 سم مثقوبة ثقبا
             صغيرا بالقرب من أ ومعلقة من هذا الثقب فى مسمار رفيع بحيث كان مستواها رأسيا أوجد

            الضغط على المسمار إذا أثر على الصفيحة إزدواج عزمه 7.5 نيوتن . سم فى مستواها

            فأثبت أن الضغط على المسمار لا يتغير ثم أوجد ميل القطر أ جـ على الرأسى فى وضع 
           التوازن إذا علم أن وزن الصفيحة يؤثر فى نقطة تلاقى قطرى المربع . 



فى الحالة الاولى ر = و = 3 نيوتن 

الصفيحة واقعة تحت تأثير إزدواج معيار عزمه 7.5 نيوتن . سم 
لكى تتزن يجب أن تكون القوتان 3 ، ر إزدواجا مساو للإزدواج الاول
فى المقدار ومضاد له فى الاتجاه 
ر = و = 3 نيوتن [ ( الضغط على المسمار لا يتغير ] 
ج2 = - 7.5 
- 3 × أ م جاهـ = - 7.5 
  أ م = 25   2   سم 
-3 × 25  2 جاهـ = - 7.5 
- 75  2 جاهـ = - 7.5 
جاهـ =            = ــــــــــ       ق( هـ ) = 15 //  3/  4 ْ 
                أ ب قضيب مهمل الوزن طوله 1.5 متر تؤثر عند نقطتى تثليثه قوتان مقدار كلا منهما 
                200 نيوتن فى إتجاهين متضادين وعموديا على القضيب . رفعت القوتان وأثرت بدلا 
               منهما قوتان أخريان مقدار كلا منهما 120 نيوتن عند طرفى القضيب بحيث تكونان 

            إزدواجا يكافئ الازدواج الاول . فما هو ميل خط عمل كل من القوتين الجديدتين على القضيب 



القوتان 200 ، 200 تكونان إزدواجا ج1 معيار عزمه
ج1 = - 200 × 0.5 = - 100 نيوتن . م 
القوتان 120 ، 120 تكونان إزدواجا ج2 يكافئ الازدواج الاول
ج2 = - 100
- 120 × 1.5 جاهـ = - 100
180 جاهـ = 100
جاهـ =                           ق(هـ) = 34 ْ 

               أثر إزدواجان مستويان فى قضيب أ ب مهمل الوزن طوله 90 سم وكان الازدواج الاول 
               يتكون من قوتين ق ، ق ث كجم والثانى من قوتين 2 ، 2 ث كجم  كما بالشكل المقابل 
               عين قيمة ق التى تجعل القضيب يتزن تحت تأثير الإزدواجين 


القضيب متزن تحت تأثير إزدواجين ج1 ، ج2 
ج1 = - 2 × 50 = - 100
ج2 = ق × 60 جا45 = 30  2 ق 
القضيب متزن 
ج1 + ج2 = 0
-100 + 30  2 ق = 0
30  2  ق = 100

ق = ـــــــــــــ × ــــــ =               = 

            أ ب جـ ء صفيحة رقيقة على هيئة مربع طول ضلعه 50 سم ووزنها 300 ث جم ويؤثر فى 

            نقطة تلاقى القطرين ثقبت الصفيحة ثقبا صغيرا بالقرب من أ وعلقت من هذا الثقب فى مسمار أفقى رفيع بحيث أتزنت فى مستوى رأسى . أوجد الضغط على المسمار وإذا أثر على الصفيحة إزوداج معيار عزمه 7500 ث جم . سم وأتجاهه عمودى على مستوى الصفيحة إثبت أن الضغط على المسمار لا يتغير ثم أوجد ميل القطر أ جـ على الرأسى فى وضع الاتزان .   [ 300 – 45 ْ ] 

             أ ب جـ ء مربع طول ضلعه 1 م تؤثر قوتان معيار كلا منهما 4 ث كجم فى أ ب ، جـ ء كما 
             أثرت قوتان معيار كلا منهما ق ث كجم عند ب ، ء بحيث تصنع الاولى مع د أ والثانية مع 
             ب جـ زاويتين متساويتين فى القياس وقياس كل منهما  15 ْ عين قيمة ق حتى يتكافأ 
             الازدواج المكون من القوتين الاولين والازدواج المكون من القوتين الاخريين                                    




قطر المربع ب ء =  2 
ء هـ = ب ء جا60 =  2 ×        = 
شرط تكافؤ إزدواجين هو 
          ج1 = ج2
· 4 × 1 = - ق × 


ق = 4 ×        =          ×       =

             أ ب جـ ء مستطيل فيه أ ب = 40 سم ، ب جـ = 30 سم أثرت قوتان كل منهما 200 نيوتن
              فى أ ب ، جـ ء وقوتان أخريان مقدار كلا منهما ق ، ق عند أ ، جـ وتوازيان ب ء عين قيمة 

              ق حتى يتكافأ الازدواجان الناتجان 



(ب ء )2 = (30)2 + (40)2 = 2500
ب ء = 50 سم 

أ ص = 2 أ س = 2 ×                 = 48سم 

          الازدواجان متكافأن 
                 ج1 = ج2 
            - 200 × 30 = - ق × 48 
                     ق =               = 125 نيوتن 
              قضيب منتظم طوله 40سم ووزنه 2.4 ث كجم يمكن للقضيب الدوران بسهولة فى مستوى
             رأسى حول مفصل ثأبت عند طرفه أ أثر على القضيب إزدواج معيار عزمه 24 ث كجم . سم 
             وأتجاهه عمودى على المستوى الرأسى الذى يمكن للقضيب الدوران فيه عين مقدار وأتجاه

             رد فعل المفصل وزاوية ميل القضيب على الرأسى فى وضع التوازن 


القضيب يقع تحت تأثير إزدواج معيار عزمه = 24 ث كجم سم 

ولكى يتزن القضيب لابد من أن تكون القوتان ر ، 2.4  إزدواجا أخر

مساو للإزدواج الاول فى المقدار ومضاد له فى الاتجاه 

( ر = 2.4 ث كجم وتؤثر رأسيا لاعلى  

ج2 = -  24
- 2.4 × 20 جاهـ = - 24
- 48 جاهـ = - 24
جاهـ =                ق( هـ ) = 30 ْ أو 150 ْ 


             أ ب قضيب منتظم طوله 60سم ووزنه 18 نيوتن يمكن للقضيب الدوران بسهولة فى مستو 
             رأسى حول مسمار أفقى ثابت يمر بثقب صغير فى القضيب عند النقطة جـ التى تبعد 15 سم
             عن أ فإذا أستند القضيب بطرفه ب على نضد أفقى أملس وشد الطرف أ أفقيا بحبل حتى أصبح رد فعل النضد مساويا لوزن القضيب أوجد الشد فى الحبل ورد فعل المسمار علما بأن القضيب يتزن فى وضع يميل فيه على الافقى بزاوية قياسها 60 ْ

ر1 = و = 18 تكونان إزدواج معيار عزمه 
ج1 = 18 × س م = 18 × 15 = 270
لكى يتزن القضيب يجب أن تكون القوتان
ر1 ، ش إزدواج أخر مساو للازدواج الاول فى 
المقدار ومضاد له فى الاتجاه 
ر2 = ش وتكون فى الاتجاه الموضح بالرسم 
ج2 = -  ش × 15 جا60
    = -  7.5  3 ش 
الازدواجان متزنان 
ج1 + ج2 = 0
270 – 7.5  3 ش = 0

7.5  3 ش = 270
ش =              =          = 12 3
           أ ب جـ ء صفيحة رقيقة على هيئة مربع طول ضلعه 20سم ووزنها 150 نيوتن ويؤثر فى 

            نقطة تلاقى القطرين . علقت الصفيحة على مسمار أفقى رفيع من ثقب صغير بالقرب من 

          الرأس ء فأتزنت فى مستوى رأسى أوجد الضغط على المسمار وإذا أثر على الصفيحة إزدواج             
          أتجاهه عموديا على مستويها فأتزنت فى وضع فيه أ ء أفقى أوجد معيار عزم الازدواج .


فى الحالة الاولى ر = و = 150 نيوتن 


القوتان 150 ، 150 تكونان إزواج معيار عزمه 
ج1 = - 150 × 10 = - 1500
لكى تتزن الصفيحة يجب أن يؤثر عليها إزدواج أخر 
 مضاد لهذا الاتجاه ومساو له فى المقدار 
ج2 = 1500 نيوتن . سم 
 



             أ ب جـ ء صفيحة رقيقة على هيئة مستطيل فيه أ ب = 18 سم ، ب جـ = 24 سم ووزنها
             20 نيوتن ويؤثر فى نقطة تلاقى القطرين . علقت الصفيحة فى مسمار أفقى رفيع من ثقب 

             صغير بالقرب من الرأس ء بحيث كان مستواها رأسيا . فإذا أثر على الصفيحة إزدواج 

             معيار عزمه 150 نيوتن . سم وأتجاهه عمودى على مستوى الصفيحة فأوجد زاوية ميل 

             ء ب على الرأسى فى وضع الاتزان .


فى الحالة العادية 
ر = و = 20 نيوتن 
فى الحالة الثانية 

الصفيحة واقعة تحت تأثير إزدواجين متزنان 

ج1 = 150
لابد القوتان ر ، 20 تكونان إزدواج أخر ج2 يتزن مع ج1
ج2 = - 150
20 أ م جتاهـ = - 150
- 20 × 15 جتاهـ = - 150
-300 جتاهـ = - 150

جتاهـ =          ق( هـ ) = 60 ْ

             أ ب جـ صفيحة على هيئة مثلث متساوى الاضلاع ووزنها 50 ث جم ويؤثر عند نقطة 
             تلاقى متوسطات المثلث . علقت الصفيحة فى مسمار رفيع أفقى من ثقب صغير بالقرب 
            من الرأس أ بحيث كان مستواها رأسيا . أثر على الصفيحة إزدواج معيار عزمه يساوى
           250 ث جم . سم وأتجاهه عمودى على مستويها فاتزنت . أوجد ميل أ ب على الافقى إذا 
           علم أن أرتفاع المثلث يساوى 15 سم 
فى الحالة العادية ر = و = 50 ث جم 
فى الحالة الثانية 
الصفيحة واقعة تحت تأثير إزدواجين متزنان 
ج1 = 250
لكى تتزن الصفيحة يجب أن تكون القوتان ر ، 50
إزدواج معيار عزمه = - 250 
ج2 = - 250
- 50 × أ م جاهـ = - 250
- 50 × 10 جاهـ = -250
- 500 جاهـ = - 250

جاهـ =           ق ( هـ ) = 30 ْ  أو 150 ْ 
إذا كان ق ( هـ ) = 30   فأن ق ( ب أ س ) = 0     فيكون أ ب عمودى على الافقى 
( زاوية ميل أ ب على الافقى = 90 ْ 

إذا كان ق ( هـ ) = 150   فأن فأن ق ( ب أ س ) = 120 ْ 
( زاوية ميل أ ب مع الافقى = 30 ْ 

 

              أ ب جـ صفيحة رقيقة على هيئة مثلث قائم الزاوية فى ب فيه أ ب = 12 سم ، ب جـ = 15
             ووزنها 6 نيوتن يؤثر فى نقطة تلاقى متوسطات المثلث علقت الصفيحة فى مسمار أفقى 
             رفيع من ثقب صغير بالقرب من الرأس أ بحيث كان مستواها عموديا فإذا أثر على الصفيحة  

            إزدواج أتجاهه عمودى على مستويها بحيث أتزنت فى وضع كان فيه أ ب رأسيا أوجد معيار

            عزم الازدواج .


لكى تتزن المجموعة يجب أن يكون عزم الازدواج المؤثر على الصفيحة مساو 
لعزم الازدواج الناتج من القوتين ر ، و 
ر = و = 6 نيوتن 

ص ب =     × ب جـ =     × 15 = 5سم 
ج = 6 × 5 = 30 نيوتن . سم 
 تعريف مجموع إزدواجين مستويين 

هو الازدواج الذى معيار عزمه يساوى مجموع معيارى عزمى هذين الازدواجين 

ج= ج1 + ج2 

***************************************************************

              أ ب جـ ء مربع طول ضلعه 30 سم ، أثرت قوتان مقدار كلا منهما 200 ث جم فى أ ب 

             ، جـ ء وقوتان مقدار كلا منهما 500 ث جم فى أ ء ، جـ ب أوجد القياس الجبرى لعزم 
              الازدواج المحصل . 


القوتان 200 ، 200 تكونان إزدواج معيار عزمه 
ج1 = - 200 × 30 = - 600
القوتان 500 ، 500 تكونان إزدواج معيار عزمه 
ج2 = 500 × 30 = 15000
عزم الازدواج المحصل 
ج = ج1 + ج2 = - 600 + 1500 = 900

   تعريف مجموع أى عدد محدود من الازدواجات المستوية 
  يعرف مجموع أى عدد محدود من الازدواجات المستوية على أنه الازدواج الذى يساوى عزمه مجموع عزوم هذه الازدواجات .
ج = ج1 + ج2 + ج3 + ............... + جن 

             أ ب جـ ء مربع طول ضلعه 60 سم أثرت قوى مقاديرها 40 ، 50 ، 40 ، 50 نيوتن فى 
              أ ب ، جـ ب ، جـ ء ، أ ء على الترتيب كما أثرت قوتان فى أ ، جـ مقدار كلا منهما 30  2
             نيوتن كما هو مبين بالشكل أوجد 
(1) عزم الازدواج الذى يكافئ المجموعة 

(2) مقدار وأتجاه قوتين تعملان عند ب ، ء وتوازيان أ جـ بحيث يكون المربع فى حالة توازن 




القوتان 40 ، 40 تكونان إزدواج معيار عزمه
ج1 = - 40 × 60 = - 2400
القوتان 50 ، 50 تكونان إزدواج معيار عزمه 
ج2 = 50 × 60 = 3000
القوتان 30  2 ، 30  2 تكونان إزدواج معيار عزمه 
ج3 = 30  2 × 60  2 = 3600
عزم الازدواج المحصل = ج1 + ج2 + ج3 
                              = - 2400 +3000 + 3600 = 4200 
لكى تتزن المجموعة يجب أن تكون القوتان ق ، ق إزدواج معيار عزمه = - 4200 
- ق × 60   2 = - 4200           ق =                =         = 35  2 
             أ ب جـ ء مربع طول ضلعه ل ، م ( أ ب ، هـ ( ء جـ بحيث م ب = هـ ء =         أثرت 
            قوتان مقدار كلا منهما 100 نيوتن فى أ ء ، جـ ب وأثرت قوتان أخريان مقدار كلا منهما 

            150 نيوتن فى م جـ ، هـ أ عين عزم الازدواج المحصل .



أ م = ل -        = 

( أ هـ)2 = ( أ ء )2 + ( ء هـ)2 = ل2 +       = 

أ هـ = 

م س = أ م جاى =                 × ـــــــــ  = 
القوتان 100 ، 100 تكونان إزدواج معيار عزمه        ج1 = 100 ل 
القوتان 150 ، 150 تكونان إزدواج معيار عزمه   ج2 = - 150 ×                 = -75  3ل +75ل
عزم الازدواج المحصل = 100 ل – 75  3 ل + 75 ل ~ 45 ل 

             أ ب جـ ء مستطيل فيه أ ب = 10 سم ، جـ ب = 12 سم . نصف أ ب فى س  ، جـ ء فى ص
             وأثرت القوى التى مقاديرها 180 ، 200 ، 180 ، 200 ، 260 ، 260 فى أ ب ، جـ ب ، 
             جـ ء ، أ ء ، أ ص ، جـ س على الترتيب عين عزم الازدواج المحصل . 





القوتان 200 ، 200 تكونان إزدواجا معيار عزمه
ج1 = - 200 × 10 = - 2000
القوتان 180 ، 180 يكونان إزدواجا معيار عزمه
ج2 = 180 × 12 = 2160 
القوتان 260 ، 260 تكونان إزدواجا معيار عزمه 
ج3 = - 260 ص م = - 260 × جـ ص جاى = - 260 × 5 ×        = - 1200
عزم الازدواج المحصل 

ج = ج1 + ج2 + ج3 = - 2000 + 2160 – 1200 = - 1040 ث جم . سم 
               أ ب جـ ء هـ و مسدس منتظم طول ضلعه 15 سم أثرت قوى مقاديرها 40 ، 50 ، 30
               ، 40 ، 50 ، 30 فى أ ب ، جـ ب ، جـ ء ، ء هـ ، و هـ ، و أ على الترتيب عين عزم 

               الازدواج المكافئ للمجموعة .



ب ء = ب و = أ جـ = 15   3
القوتان 30 ، 30 تكونان إزدواج معيار عزمه 
ج1 = 30 × 15  3 = 450  3 
القوتان 40 ، 40 تكونان إزدواج معيار عزمه 
ج2 = 40 × 15  3 = 600  3
القوتان 50 ، 50 تكونان إزدواج معيار عزمه 

ج3 = - 50 × 15  3 = - 750  3 

معيار العزم المحصل  
ج = ج1 + ج2 + ج3 = 450  3 + 600  3 – 750  3 = 300  3
               أ ب جـ ء هـ و مسدس منتظم طول ضلعه 10 سم أثرت القوى 7 ، 4 ، 7 ، 4 ث جم فى
             ب أ ، ب جـ ، هـ ء ، هـ و على الترتيب . كما أثرت قوتان مقدار كلا منهما ق ث جم فى جـ ء

             ، و أ عين قيمة ق حتى تتزن المجموعة 
                أ ب جـ ء متوازى أضلاع فيه أ ب = 16 سم ، ب جـ = 20 سم ، ق ( أ ب جـ ) = 130

               أثرت القوى التى مقاديرها 3 ، 5 ، 3 ، 5 ث كجم فى أ ب ، جـ ب ، جـ ء ، أ ء على 

                الترتيب عين عزم الازدواج المحصل 
               أ ب جـ ء مربع طول ضلعه 30 سم أثرت القوى التى مقاديرها 4 ، 5 ، 4 ، 5 نيوتن فى 

               أ ب ، جـ ب ، جـ ء ، أ ء على الترتيب . كما أثرت قوتان مقدار كلا منهما 3  2 نيوتن عند

               أ ، جـ فى الاتجاهين ب ء ، ء ب على الترتيب أوجد 

أولا : الازدواج الذى يكافئ المجموعة 

ثانيا : مقدار وأتجاه قوتين تعملان عند ب ، ء وتوازيان أ جـ وتجعلان المجموعة فى حالة توازن 

          أ ب جـ ء مستطيل فيه أ ب = 30 سم ، ب جـ = 40 سم أثرت القوى التى مقاديرها 15 ، 30     
          15 ، 30 فى ب أ ، ب جـ ، ء جـ ، ء أ على الترتيب أثبت أن هذه المجموعة تكافئ إزدواج 

           وأوجد معيار عزمه وأوجد قوتين تؤثران فى أ ، جـ عموديا على أ جـ حتى تتزن المجموعة
محصلة قوتين





أ





ب





و





أ





ب





جـ





تعين محصلة قوتين جبريا ( بالقانون)





ق2 جاى 


ق1 + ق2 جتاى 





ق1





ق2





ح





ى





هـ





ق2 جاى 


ق1 + ق2 جتاى 





8 جا150


8  3 + 8 جتا150





    8 ×





8  3 + 8 ×  





1


2





-  3


2





4


4  3





1


3





 1


2





1


2





5


10





  5  2 × 





5 + 5   2 × 





5  2 جا45


5 + 5  2 جتا45





ق2 جاى 


ق1 + ق2 جتاى 





 1


2





-3


2  3





-  3


2





ق2 جاى


ق1 + ق2 جتاى 





10 جا120


20 + 10 جتا120





  10 × 


20 + 10 ×





-1


2





  3


2





5  3


 15





3


3





1


3





ق2 جاى


ق1 + ق2 جتاى 





500 جا60


750 + 500جتا60





250  3


1000





 3


4





ق2 جاى


ق1 + ق2 جتاى 





4 جا135 


ق + 4 جتا135 





4 × 





ق + 4 × 





 1


2





-1


2





4


2





4


2





8


2





2


2





ق





4





45 ْ





2ق جاى


ق + 2ق جتاى 





4ق جاى


(ق+4)+4ق جتاى 





2ق جاى


ق + 2ق جتاى 





4ق جاى


(ق+4)+4ق جتاى 





14 جاى


7 + 14 جتاى





1


0





14 جاى


7 + 14 جتاى





-7


14





-1


2





-1


2





ق2 جاى


ق1 + ق2 جتاى 





ق جا120


6 + ق جتا120





ق جا120


6 + ق جتا120





1


0





-1


2





حالات خاصة





ى


2





ى


2





ق2


ق1 





ق2


ق1





40


30





4


3





ى


2





1


2





1


2





244


61





1


2





ق2 جاى 


ق1 + ق2 جتاى





ق جاى 


2 ق + ق جتاى 





ق جاى 


2 ق + ق جتاى 





-1


2





1


2





3


4





3


4





 9


16





-1


2





ق2





ق2





ق1





ح





3 ح





2جا120


ق+2جتا120





1


0





2جا120


ق+2جتا120





2جا120


ق +2 جتا120





3


ق – 1 





-1


2





ق2 جاى


ق1 + ق2 جتاى





4  2 جا135


4 +4  2 جتا135





4


0





تحليل قوة فى إتجاهين





ح





ق1





ق2





هـ1





هـ2





ق1


جاهـ2





ق2


جاهـ1





ح


جا(هـ1 + هـ2)





45





30





ق2





ق1





100





ح


جا(هـ1 + هـ2)





ق2


جاهـ1





ق1


جاهـ2





ق1


جا45





ق2


جا30





100


جا75





100 جا45


جا75





100 جا30


جا75





حالة خاصة 





ح





هـ





ق1





ق2





 3


2





1


2





100





ق1





ق2





30





20





30





30





ق1





ق2





1


2





 3


2





100





الشمال





الغرب





45





ق1





ق2





1


2





1


2





100


2





2


2





100  2


2





100  2


2





2


2





100


2





محصلة عدة قوى متلاقية فى نقطة





ص


س





40





20





هـ





20


40





1


2





3


2





القوة الصغرى = ق = 3   2





القوة الكبرى = 2 ق =  2×3 2


              = 6





16





4





60 ْ





8  3





60 ْ





4  3





القوة             16         4         8  3     4  3





الزاوية            0           60      210     270





1


2





-  3


2





  3


2





-1


2





-6  3


6





4 3





12 3





60





36





60





القوة             ق          4  3      12  3     36 


الزاوية          هـ             90     150      300





-  3


2





1


2





1


2





-  3


2





ق جاهـ


ق جتاهـ





8  3


8





1


2





30





   ق





القوة             30          ق        5  2       45





الزاوية            0       90+ هـ    225      270





هـ





60





5





2





1





هـ





1


2





 -1


2





 -1


2





45





45





5  2





 1


5





42





2 3 ق





16





30





4ك





28





60





القوة      42      2 3ق     16      4 ك      28      





الزاوية     0        90      120     180   240   





-1


 2





-1


 2





   3


2





-  3


2





جـ





ب





أ





ء





هـ





4 3





12





5





4 3





ى





ى





45





3 2





2 3





القوة    2 3       5          3 2    4 3


الزاوية    270   180       45       ى 





12





4 3





8 3





ى





 3


2





 1


2





1


2





 1


2





ص


س





3


4





القوة�
ق�
ك�
6�
�
الزاوية�
0�
90�
210�
�






-  3


2





-1


2





ق





ك





6





30





2





4





60





6





30





30





8 3





30





60





القوة�
2�
4�
6�
8  3�
�
الزاوية�
0�
60�
120�
210�
�






1


2





-1


2





-  3


2





-1


2





 3


2





 3


2





-  3


11





أ





ء





ب





جـ





12





18





8





12





62





8





10





ق1





ق2





هـ





8





6





10





هـ





القوة�
ق2�
ق1�
10�
�
الزاوية�
0�
90�
180+ هـ�
�






- 6


10





-8


10





هـ





هـ





أ





ب





جـ





ء





هـ





و





30





30





30





القوة�
6  �
2  3�
6�
2  3�
�
الزاوية�
0�
30�
60�
90�
�






 3


2





1


2





1


2





 3


2





ص


س





6  3


12





 3


2





أ





ب





جـ





ء





6سم





هـ





6سم





2





45





ى





ى





1





10





ى





45





5 2





3





القوة�
3  �
5  2�
10�
1�
�
الزاوية�
0�
45�
ى�
90�
�






 1


2





8





6





10





ى





 6


10





 1


2





 8


10





ص


س





14


14





ى





جـ





ء





1





10





10





8





5 2





2





هـ





ى





6





ى





3





45





6سم





القوة�
3  �
5  2�
10�
1�
�
الزاوية�
0�
45�
ى�
90�
�






ى





45





6سم





أ





ب





 6


10





 1


2





 8


10





 1


2





14


14





ص


س





-150


100  3





3


3





-150  3


   300





-  3


2





أ





ب





جـ





ء





4





4





4





4





3





7





45





4 2





5





ى





ى





5





القوة�
4 2�
7�
5�
�
الزاوية�
45�
180�
360- ى�
�






3


5





 1


2





 1


2





-4


5





أ





ب





جـ





ء





3





12





60





60





1





2





3





15 3





30





30





القوة�
3�
12�
15  3�
�
الزاوية�
0�
60�
30�
�






1


2





 3


2





أ





ب





جـ





12





8





8





60





60





القوة�
8�
8�
12�
�
الزاوية�
0�
120�
240�
�






-1


2





-1


2





 3


2





-  3


2





-2  3


-2





الفصل الثانى 


إتزان جسم تحت تأثير مجموعة من القوى المستوية المتلاقية فى نقطة





إعداد أ/ سيد معـــــــروف





قاعدة : إذا أتزن جسم تحت تأثير قوتين فقط كانت القوتان :-


متساويتان فى المقدار 
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ملاحظات


إذا كان جب = 0 فإن خط عمل المحصلة يمر بنقطة ب 


إذا كان جب = جء  فان خط عمل المحصلة // ب ء 


إذا كان جب = - جء فإن خط عمل المحصلة ينصف ب ء


إذا كانت ق // أ ب   فان ق = ك أ ب 


إذا كانت أ = (س1 ، ص1 ) ، ب = (س2 ، ص2 ) فإن 
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